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Demonstraatiotehtivien ratkaisut

5. Tehtava: Osoita, ettd yhteydettomien kielten luokka ei ole suljettu leikkausten eiké
komplementtien suhteen. (Vihje: Esitd kieli {a*b*c* | k > 0} kahden yhteydettomin
kielen leikkauksena.)

Vastaus: Olkoon kieli L = {a*b¥c* | k > 0}. Opetusmonisteessa (s.75) on todistettu, etti
tdmé kieli ei ole yhteydeton. Osoitetaan, ettd yhteydettomét kielet eivét ole suljettuja
leikkauksen suhteen esittdmélla L:n kahden yhteydettomén kielen leikkauksena.

Olkoon Ly = {a’b*cF | i,k > 0} ja Ly = {a*b*c’ | i,k > 0}. Nyt sekii Li ettd Lo
ovat yhteydettomié, mutta L = Ly N Lo, joten yhteydettoméit kielet eivét ole suljettuja
leikkauksen suhteen.

Tuloksesta seuraa suoraan se, ettd yhteydettomét kielet eivat voi olla suljettuja komple-
mentin suhteen, sillad ne ovat suljettuja unionin suhteen ja DeMorganin sdéntGjen perus-

teella Ly N Ly = Ly U Ls.

Osoitetaan vield lopuksi, ettd Ly ja Lo ovat todellakin yhteydettomid muodostamalla niité
vastaavat kieliopit. Kielen L; generoi yhteydeton kielioppi G = ({5, 4, B, a,b,c}, {a,b, c},
Py, S), missi P, = {S — AB,A — aA|e,B — bBc|e}.

Kielen Ly generoiva kielioppi Ga = ({5, 4, B, a,b,c}, {a,b,c}, P»,S), P, ={S — AB, A —
aAb|e, B — ¢B | e}

6. Tehtdvi: Osoita, ettd karteesinen tulo N x N on numeroituvasti déiretén. (Vihje: Ajat-
tele parit (m,n) € N x N sijoitetuiksi euklidiseen (z,y)-tasoon R2. Numeroi parit suoran
y = —x suuntaisin vinorivein.) Piittele tdmén tuloksen perusteella, ettd myos rationaa-
lilukujen joukko @Q on numeroituvasti ddreton.

Vastaus: Joukko S on numeroituvasti ddreton, mikdli voidaan muodostaa bijektio f :
N — S. Intuitiivisesti timéi tarkoittaa sitd, etté kaikille joukon S alkioille voidaan asettaa
yksikésitteinen jéarjestysnumero.

Joukon N x N alkiot (z,y) € N x N voidaan numeroida seuraavan kuvan mukaisesti:

Ajatuksena on siis jarjestdd kaikki lukuparit suoran y = —x suuntaisiin jonoihin, ja nu-
meroida ndm4 jonot alkioittain yksi kerrallaan lyhyimmaésté alkaen. Tassd numerointia ei



voida suorittaa z-akselin suuntaisesti, silld silloin kaikki indeksit kuluisivat jo y-akselin
lapikdyntiin eikd yhtdén lukuparia (z,y),y > 0 saavutettaisi koskaan.

Yllaoleva numerointi voidaan méiritella seuraavasti:

Tty
flay) =+ k=z+ (z+y>(502+y+1)
k=1

Esimerkiksi f(3,1) = 13, eli lukuparin (3, 1) jirjestysnumero on 13. Todettakoon vieli,
ettd funktio f(x,y) on todellakin bijektio, eli kutakin jérjestysnumeroa vastaa yksikésit-
teinen lukupari. Koordinaattiparin laskeminen annetusta indeksistd on kuitenkin hanka-
lampaa, ja se jatetdankin vastausten lopussa olevaan liitteeseen tiedoksi asiasta kiinnos-
tuneille.

Positiiviset rationaaliluvut QT voidaan esittdd N x N -lukuparina s.e.

(z,y) = —, y#0

< |8

Tamé on numeroituvasti direttomén joukon N x N aito osajoukko, joten Q on joko #irel-
linen tai numeroituvasti #iretén. Jos Q7 olisi dérellinen, olisi olemassa joku rationaaliluku
%, x € N,y € N,y # 0, jolla olisi suurin jirjestysluku n < oo (QT:n numeroinnissa). Kui-
tenkin voidaan aina 16ytad yo. kuvan perusteella rationaaliluku, jolla olisi jarjestysluku
n’ > n, joten tdmi on ristiriita oletuksen Q1 on ##rellinen kanssa. Niin ollen Q% on
numeroituvasti ddreton.

Joukko Q7 voidaan laajentaa kaikkien rationaalilukujen joukoksi méirittelemélls joukko:

Q" ={(-z.y) | (z,y) €Q"} .

Koska joukko @ = QT U Q™ on kahden numeroituvasti direttémén joukon yhdiste, on
my06s se numeroituvasti dédreton.



