
���� ����� ��	
� ����

����������� �� ����������� �������� ������� �� �
��

��� �
 �
!��
 �� �����
������� �"����
�


# $ %��&��� ' ()*+, -./- -., 01/22 *3 0*4-,5-63),, 1/478/7,2 92 4*- 01*2,: 84:,) 94-,)2,0-9*42
/4: 0*;<1,; ,4-2 $ => ?@AB C,<),2,4- -., 1/478/7,

{akbkck | k ≥ 0}
/2 -., 94-,)2,0-9*4 *3

-D* 0*4-,5-63),, 1/478/7,2 $E
�������� ' F,-

L = {akbkck | k ≥ 0}
$ G.92 1/478/7, ./2 H ,,4 <)*+,4 -* H, 4*- 0*4-,5-6

3),, $ I, 0/4 <)*+, -./- 0*4-,5-63),, 1/478/7,2 /), 4*- 01*2,: 84:,) 94-,)2,0-9*4 HJ K4:947
-D* 0*4-,5-63),, 1/478/7,2

L1

/4:
L2

280. -./-
L = L1 ∩ L2

$ F/478/7,2
L1 = {aibkck |

i, k ≥ 0}
/4:

L2 = {akbkci | i, k ≥ 0}
38 1K 11 -.92 0*4:9-9*4 $

L :9),0- 0*)*11/)J 92 -./- -., 01/22 *3 0*4-,5-63),, 1/478/7,2 0/44*- H, 01*2,: 84:,) 0*; 6
<1,; ,4-/-9*4 M ,9-.,) M 2940, -.,J /), 01*2,: 84:,) 849*4 /4:

L1 ∩ L2 = L1 ∪ L2

$
N 94/11JM D, <)*+, -./-

L1

/4:
L2

/), 0*4-,5-63),, HJ <),2,4-947 0*4-,5-63),, 7)/;;/)2
-./- 7,4,)/-, -.,; $ G., 1/478/7,

L1

92 7,4,)/-,: HJ
G1 = ({S, A, B, a, b, c}, {a, b, c}

M
P1, S)

M D.,),
P1 = {S → AB, A → aA | ε, B → bBc | ε}

$ O9; 91/)91JM
L2

92 7,4,)/-,: HJ
G2 = ({S, A, B, a, b, c}, {a, b, c}, P2, S)

M
P2 = {S → AB, A → aAb | ε, B → cB | ε}

$
P $ %��&��� ' ()*+, -./- -., Q/)-,29/4 <)*:80-

N×N
92 0*84-/H1J 94K49-, $ => ?@AB G.94R *3

-., </9)2
(m, n) ∈ N × N

/2 ,;H,::,: 94 -., S8019:,/4
(x, y)

<1/4,
R2
$ S48;,)/-, -.,

</9)2 HJ :9/7*4/12 </)/11,1 -* -., 194,
y = −x

$E Q*4018:, 3)*; -.92 ),281- /4: -., ),281-
*3 ()*H1,; T -./- /12* -., 2,-

Q
*3 )/-9*4/1 48;H,)2 92 0*84-/H1J 94K49-, $

�������� U L 2,-
S
92 0*84-/H1J 94K49-, M 93 -.,), ,592-2 / H9V ,0-9+, ; /<<947

f : N → S
$

WJ 94-89-9*4 M /11 ; ,;H,)2 *3 -., 2,-
S
0/4 H, /22974,: / 84/;H978*82 )844947 48;H,) $

G., ; ,;H,)2
(x, y) ∈ N × N

*3 -., 2,-
N × N

0/4 H, /22974,: / 48;H,) /2 2.*D4 94 -.,
3*11*D 947 K78), $
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G., 9:,/ 92 -* /))/47, /11 </9)2 *3 48;H,)2 *4 :9/7*4/12 </)/11,1 -* -., 194,
y = −x

/4:
,48;,)/-, -., 194,2 HJ ; ,;H,) *4, /- / -9; , M 2-/)-947 3)*; -., 2.*)-,2- *4, $ X,), -.,
,48;,)/-9*4 0/4 4*- H, :*4, </)/11,1 -* -.,

x
6/5 92 Y D.,4 :*947 -.92 /11 94:90,2 D*81: H,

82,: -* ,48;,)/-, *4 1J -.,
y
6/5 92 /4: 4* </9)

(x, y), y > 0
D*81: ,+,) H, ),/0.,: $

Z



G., ,48;,)/-947 20.,; , /H*D, 0/4 H, :,K4,: /2 3* 11*D 2 '

f(x, y) = x +

x+y∑

k=1

k = x +
(x + y)(x + y + 1)

2

N*) /4 ,5/;<1, M
f(3, 1) = 13

M -./- 92 M -., )844947 48;H,) *3 </9)
(3, 1)

92 ZT $ G.,
3840-9*4

f(x, y)
92 / H9V ,0-9*4 Y 3*) ,+,)J )844947 48;H,) -.,), ,5 92-2 / 84/;H978*82 </9)

*3 48;H,)2 $ Q/1081/-947 / 0**):94/-, 3)*; / 79+,4 94:,5 92 ),1/-9+,1J :9� 081- M /4: 92
:920822,: 94 -., /<<,4:95 /- -., ,4: *3 -.,2, 2*18-9*42 $
G., 2,- *3 <*29-9+, )/-9*4/1 48;H,)2

Q+
0/4 H, <),2,4-,: /2 / </9) *3 48;H,)2

N×N
HJ

(x, y) ≡ x
y
, y 6= 0

$ G.92 92 / <)*< ,) 28H2,- *3 -., 0*84-/H1J 94K49-, 2,-
N×N

$ WJ ()*H1,;
T M

Q+
92 ,9-.,) K49-, *) 0*84-/H1J 94K49-, $ �3

Q+
D/2 K49-, M -.,), 2.*81: ,592-2 2*;,

)/-9*4/1 48;H,) x
y
, x ∈ N, y ∈ N, y 6= 0

M -./- D*81: ./+, -., 7),/-,2- )844947 48;H,)
n < ∞

=94 -., ,48;,)/-9*4 *3
Q
E $ G.92 0/44*- H , M H,0/82, 82947 -., K78), /H*+, *4,

0*81: /1D/J2 K4: / )/-9*4/1 48;H,) -./- D*81: ./+, / )844947 48;H,)8
n′ > n

$ X ,40, M
D, ./+, 0*4-)/:90-9*4 D 9-. -., /228;<-9*4 -./-

Q+
92 K49-, $ G.,),3*),

Q+
92 0*84-/H1J

94K49-, $ WJ -., 2/; , /)78;,4- M -., 2,-
Q−

'

Q− = {(−x, y) | (x, y) ∈ Q+}

92 0*84-/H1J 94K49-, $ G.82 M -., 2,-
Q = Q+ ∪ Q−

92 -., 849*4 *3 -D* 0*84-/H 1J 94K49-,
2,-2 M /4: 9- -** 92 0*84-/H 1J 94K49-, $
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