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Logiikka tietotekniikassa: perusteet

Laskuharjoitus 1 (johdanto 3.1 - 3.2, lauselogiikka 1.1 - 1.5)

9-12.9.2003

1. Osoita induktiolla, ettd n-alkioisella joukolla on 2" osajoukkoa ?

Ratk.
Perustapaus: 0-alkioisella joukolla (olettaen 0 € N) eli tyhjalla joukolla on
yksi osajoukko, se itse. Lisaksi 20 = 1.

Induktio-oletus: Patekoon periaate n-alkioisille joukoille.

Induktioaskel: Tarkastellaan joukkoa, jossa on n+ 1 alkiota. Valitaan jou-
kosta mielivaltainen alkio a. Tarkasteltavan joukon osajoukot jakautuvat os-
ajoukkojen, joissa a on mukana, joukkoon A ja osajoukkojen, joissa sitd ei
ole mukana, joukkoon B. Joukkoa B voidaan tarkastella n-alkioisen joukon
osajoukkojen joukkona. N&itd on induktio-oletuksen perusteella 2". Toisaal-
ta, jokainen Aalkio voidaan bijektiivisesti kuvata tietyksi B:n alkioksi (pois-
tamalla a) ja ndin siis |A| = |B|. Joukkoja on siis yhteensd 2 + 2" = 2™+1,

2. Todista seuraavat lauseet:

a) AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

b) E—(ANB)=(E—A)U(E-B).
Ratk.
Todistus tapahtuu nk. Vennin digrammeilla. Tdssd tapauksessa tulee piirtaa
kolme lomittain menevaad vapaamuotoista suljettua kuviota ja merkita nii-
hin A, B ja C. Todistus etenee varjaamalla kuvioita lauseiden perusteella si-
simmistd operaatioista alkaen. Mikéli operaatio on unioni U, varjataan alue,
jossa riittaa, ettd jompikumpi operandeista on edustettuna. Leikkauksessa N

tulee luonnollisesti olla molemmat. Komplementti — siséltdd universumin
kaikki muut alkiot.

3. llmaise seuraavat vdittdmat lauselogiikalla:
a) En saa tyotad valmiiksi, ellet sind auta.
b) Ei tippa tapa eikd ampaériin huku.
¢) Kuljen tydmatkat jalan, pyoralla tai joskus autolla.
d) Merja ja Arto tulevat meille kylaan.



e) Koska olet ollut ilked, et saa jalkiruokaa.

f) Vaikka manuaali olikin pitkd, se tuntui loppuvan kesken.

g) Jos minulta kysytddn — tai vaikkei kysyttdisikddn — niin hénen ei
kannata ostaa autoa, tai sitten hanen on asuttava kaukana tyopaikastaan
ja bensiinin on tultava halvemmaksi.

Ratk:

a) -A— =B, kun
A ="Sind autat”
B = ”Saan tyon valmiiksi”

b) -AA-B, kun
A ="Tippa tappaa”
B = "Ampdriin hukkuu”
c) AvBVC, kun
A = "Kuljen tydmatkat jalan”
B = "Kuljen tydmatkat pyorallg”
C = "Kuljen tydmatkat joskus autolla”

d) Joko: A, kun
A ="Merja ja Arto tulevat meille kyldan”
tai: AA B, kun
A ="Merja tulee meille kylaan”
B = "Arto tulee meille kyldan”

e) Esim. A— —Btai AA—B, kun
A ="0let ollut ilked”
B = Saat jdlkiruokaa”

f) Esim. AAB, kun
A ="Manuaali oli pitka”
B = "Manuaali tuntui loppuvan kesken”

g) AVv-A— =BV (CAD), kun
A ="Minulta kysytdan”
B = ”"Héanen kannattaa ostaa auto”
C = "Hénen on asuttava kaukana tyopaikastaan”
D = "Bensiinin on tultava halvemmaksi”

4. Olkoon atomisten lauseiden joukko ? = {A,B,C}. Mitké& seuraavista ovat
lauselogiikan lauseita. Perustele.

a) A
Ratk. Kyllg, atominen lause.



b) -(AAB))
Ratk. Ei, ei voida johtaa lauseenmuodostussdannoilla. Myos, ei ole
parillista maaraa sulkuja.

c) (AA(B— (ANQ)))
Ratk. Kyll&, vastauksesi voinee antaa jasennyspuun, josta muodos-
tussddntojen soveltaminen kay ilmi.

d) T&n&an sataa.
Ratk. Ei, luonnollista kielta.

5. Todista ettd sulkujen maaré jokaisessa lauselogiikan lauseessa on parillinen.

Ratk. Todistetaan véite induktiolla lauseen sisaltimien konnektiivien maéran
suhteen.

Perustapaus: Lause, jossa ei ole yhtddn konnektiivia on atomilause, ja se
sisaltad 0 sulkua (0 on parillinen luku).

Induktio-oletus: Lause, jossa on korkeintaan n konnektiivia, sisaltaa parilli-
sen madaran sulkeita.

Induktio-askel: Tarkastellaan lausetta f, jossa on n+ 1 konnektiivia. Lauseen
muoto on téalldin yksi seuraavista: (—a), (a Vv p), (aAB), (a — B) tai (o <
B). Nyt a ja B ovat lauseita, joissa on korkeintaan n konnektiivia. Induktio-
oletuksen mukaan a ja [ siséltavat parillisen maaran sulkeita. Ndin ollen
lause f sisdltdd myos parillisen maaran sulkeita.

6. Poista tarpeettomat sulut ilman, ettd lauseen merkitys muuttuu.

a) (A— ((BAC)VvD))

b) (A—=B)A(B—=C))— (A—0C))
c) ((AA(BVC))V(AA(CVD)))

d) ((=(AAB))« ((B—C)AA))

e) ((-A)A(=B)) = ~(AVB))

Ratk. Sovelletaan sopimuksia konnektiivien vahvuusjarjestyksesta:

a) A—» (BAC)vD

b) ( A-B)A(B—C)— (A—C)
c) (AA(BVC))V(AA(CVD))
d) =-(AAB)«+ (B—C)AA

e) ~AA-B— —(AVB)



7. Mitd muotoa edellisen tehtdvén lauseet ovat. Anna niille jasennyspuut.
Ratk. Muoto méaaraytyy uloimmasta konnektiivista:

a) Implikaatio.
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b) Implikaatio.
c) Disjunktio.
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d) Ekvivalenssi.
e) Implikaatio.

9. Anna allaolevan lauseen alilauseet ja laadi sille totuustaulukko.

(-A— (-B—=C)) —» (-(-A— B) —»C)

Ratk. Leveysuuntaisella haulla saadaan: -A — (-B — C),

~(-A—B) —C,-A, -B—C, ~(-A—B),C, A —B,

—A — B, B. Lis&ksi tietysti lause itse. Totuustaulukon laatiminen on ilmeista
(23 rivid ja alilauseiden osoittama méara sarakkeita).



