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1. Osoita lauselogiikan avulla oheisten ehtolausekkeiden ekvivalenssi.

(@) !(a==b|| a<b)

(b) a!=b&&!(b>a)
Opetusmoniste madritteli Boolen lauseet tiettyjen perustapausten avulla, mui-
den ollessa lyhennysmerkintdja. Ndin ollen:

a==b =get ! (a>bh) &&! (b>a)
ja
a<b =gt b>a
al=b =def ! (a==b)
Madriteltakoon atomilauseet A="a>b” ja B ="b>a”. Ndin a-kohdan lause
saa muodon
—|((—|A/\ ﬂB) \% B)

ja b-kohdan vastaavasti:

—|(—|A/\ —|B) A—-B

Havaitaan, ettd kun ensimdiseen sovelletaan kerran De Morganin teoreemaa
saadaan jalkimmadinen. Ndin ollen ne luonnollisesti ovat ekvivalentit.
2. Osoita osittainen oikeellisuus seuraavissa tapauksissa:

Esitetyt ohjelmat koostuvat perékkaisista sijoituslausekkeista. N&in ollen ne
voidaan ratkaista kayttamalla hyvéksi opetusmonisteessa annettuja paattelysaantoja:

Sijoituslauseke: [B{x/E}]x=E [B]

[BoJC1[B1]  [Bi] G2 [Br)]

Kompositio:
P [Bo] C1: Cz [B2)




(@) Fp x>0]y=x+1[y>1]

Ratk. Lahtemalld jélkiehdosta ja soveltamalla sijoituslausekkeen paattelysaantoa
taaksepdin saadaan muoto [x +1>1] y=x+1 [y >1]

x>0 on ekvivalentti lauseke x +1>1 kanssa, joten erityisesti siis sen vah-
vennus, jolloin véittdma pétee.

(b) =p [truely=x; y=x+x+y [y==3*x]

Ratk. Soveltamalla kahteen kertaan sijoituslausekkeen paattelysaantoa saa-
daan muoto:

[X+x+y==3*x]y=x+x+y [y==3%x]
[X+X+x==3* x] y=X [Xx +x+y==3* X]
ja edelleen komposition sdantoad soveltamalla:

[X+Xx+Xx==3*xX] y=X; y=x+x+y [y==3*x]

Lauseke x +x+x==3* x on luonnollisesti aina totta kokonaislukujen jou-
kossa, jolloin vaittdma patee.

(€) Ep[x>1]a=1; y=x; y=y-aly>08&&x>y]

Samoin kuin b-kohdassa sijoituslausekkeen paattelysdantod tulee soveltaa
perdkkain. Saadaan:

[y-a>08&8&x>y-ajy=y-ay>08&8&x>y]
[x-a>08&x>x-a]y=x[y- a>08&8&x>y- a]
[X-1>08&&x>x-1]a=1[x- a>08&&x>X- a]

Kompositiosddnnon suoraviivainen sovellus sivuutetaan. Nyt ensimmadisen
ehdon x- 1>0&&x >x - 1 jalkimmainen konjunkti on tutkittavissa kokonais-
lukustruktuureissa aina tosi. Edelleen ehto x - 1>0 on yhtépitadva ehdon x>1
kanssa, joka esiintyy vaitteessa.

3. Osoita, ettd |=p [t rue] P [z==min(x,y) ], missd P on seuraava ohjelma:



if(x>y)then{
z=y
}else{

Z=X
}

Ratk. Tehtavén ratkaisuun tarvitaan edelldesitettyjen paattelysaantojen liséksi
seuraava saanto:

Ehtolauseke: (B18&&B] C1 [B] [B1&&! B] C; [By]
[B1] i f(B) then {Cy}el se {Cy} [By]

Pyritddn osoittamaan z == min(x,y). Tdéma on siis yll&olevan sa&nnon ehto
B.. Tutkitaan komentoja C; ja C; erikseen. Cy:sta saadaan.

X ==min(x,y)] z=x [z==min(x,y)]

Ehtox == min(x,y) on yhtdpitdvad lausekkeen x <=y tai lausekkeen! (x>y)
kanssa. Luonnollisesti lauseke voidaan Kirjoittaa myds muotoont r ue &&! (x>y).
Komennosta C; saadaan vastaavasti:

[y ==min(x,y)] z=y [z==min(x,y)]

Ja edelleen samalla paattelylla esiehdoksi t r ue &&( x >y) . Nyt voidaan so-
veltaa ehtolausekkeen paattelysaantda (viivan ylapuolella olevat lausekkeet
on johdettu) ja saadaan:

[true]

if(x>y)then{
z=y

}else{

Z=X
} [z ==min(x, y)]

. Osoita ohjelmasta Sumseuraavat ominaisuudet:
(@) E=pltrue] Sum[z==x+y]

(b) = [0<=y] Sum[z==x+y]

Sumon seuraava ohjelma:



Z=X,

vV=y,

while(!(v ==0)){
z=7+1;
v=v-1

}

Tehtdvdn a-kohdassa pitdéd todistaa muotoa [B1] whi | e( B) {C} [By] oleva
osittainen oikeellisuus. Tahan on annettu seuraava menettely:

Al. Valitaan | siten, ettd =z (1 &&! B) - >By.
A2. Haetaan heikoin esiehto I siten, ettd = [I'] C [1].

A3. Osoitetaan =z | &B->1", minkd nojalla =, [I &&B] C [I] ja edelleen
=p [1] whi | e(B) {C} [1&&! B].

A4. Osoitetaan =7 B1 - >1.

Menettelysséd | on invariantti, jonka pitéisi olla aina voimassa, silmukan
lauseiden suorituksen jalkeen. Nyt silmukkaa tutkimalla havaitaan, ettd muut-
tujan zarvo kasvaa ja v pienenee, erityisesti siis niiden summa pysyy vakio-
na. Kun niille liséksi annetaan alkuarvot x ja y on summa néiden vakioiden
summan suuruinen. Olkoon siis | lauseke z +v==x+y. Nyt havaitaan, ettd
menetelmén kohta Al péatee, koska ! B on lauseke v==0, josta luonnolli-
sesti seuraa, ettd z==x +y. Lahdetdan siis hakemaan silmukan komentojen
heikoimpia esiehtoja. Saadaan:

[z+Vv- 1==x+y]v=v-1[z+v==X+Y]
[z+1+v-1==x+y]z=2+1[z+V- 1==X+Y]

Saadussa esiehdossa +1 ja - 1 kumoutuvat, jolloin esiehto on sama kuin
invariantti 1. Menetelmén kohdassa A3 tulee osoittaa, ettd | &&B->1’, so.
lause:

z+v==x+y&&! (v==0) — z+v==x+y

Tama luonnollisesti patee. N&in ollen patee myaos:

[z +v ==X +Y]
while(!(v ==0)){
z2=z+1;
v=v-1
}z +v ==x +y &&v ==0]



Menetelméan kohta A4 redusoituu lauseen | - >1 todistamiseen. Todistuksen
loppuunsaattamiseksi pitéd vield tutkia alun sijoituslauseet. Saadaan:

[z+y==x+y]v=y [z+V==X+Y]
[X+y==X+y] Z=X [z+y==X+Y]

Ensimmadinen ehto x +y ==x +y on luonnollisesti aina totta [J.

(b) =t [0<=y] Sum[z ==x+y]

Tehtdvén b-kohdassa pyydetdéan todistamaan, ettd ohjelma myds paattyy ja
ettd talloin tarvitaan vahvempi esiehto. Taydellisen oikeellisuuden todista-
misessa tarvitaan seuraavaa vahvempaa paattelysaantoa:

[B1&&B2&&(E==n) ]| C [B1&&(E<n)]
[B1] whi | e(Bp) {C} [B1&&! By

Saannodssa B1 sisdltdd aiemman invariantin lisaksi vaatimuksen siitd, etta
kokonaislukulauseke E>=0. S&antd sanoo, ettd aina kun toistolausekkeen
komentoja C suoritetaan invariantin ja toistolausekkeen ehdon ollessa voi-
massa niin valitaanpa kokonaislukumuuttujan n arvo miten tahansa, niin ai-
na, kun esiehto on voimassa niin jalkiehto on myds. Jalkiehto puolestaan sa-
noo, ettd invariantti sdilyy ja kokonaislukulauseke pienenee aidosti (sdilyen
kuitenkin ei-negatiivisena). Ndin ollen komentojen C toistaminen johtaa
vaistamatta siihen, ettd toistolausekkeen ehto menee lopulta epdtodeksi ja
ohjelman suoritus tdten paattyy.

Esimerkkiohjelmassa lausekkeeksi E voidaan valita v. Talloin paattely ko-
mennoille C saa muodon:
[z+V- 1==x+y&&0<=v- 1&&V- 1<n]v=v- 1 [z+v==XxX+y&&0<=V &&Vv<n]
[z+Vv==X+y&&0<=v- 18&V- 1<n]z=z+1[z+V- 1==X+y&&0<=v- 1&&v- 1<n]
Jotta padttelysaantod voisi kdyttaa taytyy todistaa, ettd saatu esiehto on paat-

telysdannossa tarvittavan esiehdon B1&&B,&&( E==n) looginen seuraus.
Kyseinen esiehto saa muodon:

z+v==x+y&0<=v&&! (v==0) &&v ==n

Looginen seuraavuus patee, koska muuttujalle n voidaan valita vain positii-
visia arvoja, jotta vasen puoli saadaan todeksi. Ndin ollen voidaan péatella:



[z +v ==x +y &&0 <=V]
while(!(v ==0)) {

z=z+1;

v=v-1
}z +v ==x +y &&0 <=v &&v ==0]

Nyt 0<=v on jalkiehdon totuusarvon kannalta luonnollisesti redundantti.
Paattelyn loppuunsaattamiseksi pitaa vield tutkia alun sijoituslauseet:
[z+y==x+y&&0<=y|v=y [z+V==X+Yy &&0<=V]

[X+y==Xx+y&&0<=y] z=X [z+y==x+y &&0<=Y]

Saatu esiehto redusoituu siis muotoon 0<=y eli ohjelma paattyy vain jos
muuttujan y arvo on ei-negatiivinen, kun ohjelman suoritus aloitetaan. [J



