T-79.144 Syksy 2003
Logiikka tietotekniikassa: perusteet

Laskuharjoitus 2 (opetusmoniste, lauselogiikka 2.1 - 3.5)

16 — 19.9.2003

1. Méérittele lauselogiikan konnektiivit

a) aina epdtoden lauseen (L) ja implikaation (—) avulla.

Ratk.
-A=A—> |

AvB=-A—-B=(A— 1)—B
AANB= —|(—|A\/—|B) = —|(A—> —|B) = —|(A—) (B—) J_)) =
A= B—=1)—1L
A-+B=A—-BAB—-A=
(A=-B) = (B—=A)—1)—L

b) Shefferin viivan (opetusmoniste kappale 2.2) avulla. Ratk.
-A=(A|A
AAB=—-(A|B)=(A|B)|(A|B)
AVB=—-(-AAN-B)=(-A|-B)=(A|A) | (B|B)
A—B=-AvB=—-(AA-B)=(A|-B)=(A|(B|B))
A-+B=A—-BAB—-A=(A|(B|B))A(B|(

|

2. Kay lapi kaikki mahdolliset binddrikonnektiivit (yht. 16) ja anna niille maaritelmét
lauselogiikan peruskonnektiivien avulla.

Ratk.

Eri mahdollisuudet koottu allaolevaan taulukkoon.
Po t t e e Po t t e e
p1 t et e p1 t e t e
PoV-po [t t t t| | polp1 e t t t
Ppovpr |t t t e —(po<>p1)|e t t e
pr—po |t t e t —p1 e t e t
Po t t e e —“(po—p1)|e t e e
Ppo—pL |t e t t —Po e e t t
p1 t et e -(p1—po)|e e t e
Po<>pL |t e e t Po | P1 e e e t
PoApPL |t e e e Po A —pPo e e e e




3. Olkoon 4; C P ja A, C P kaksi totuusjakelua ja @ € L lause. Osoita, ettd
jos A1 NAL(@) = AN AL(@), niin A1 = @<= A = 0.

Ratk.

Todistus rakenteellisella induktiolla:

Perustapaus: Olkoon @atominen lause. T&ll6in joukko-opillisen leikkauk-
sen maéritelman perusteella joko @ € 4; ja @€ A, jolloin 43 = @ja 4 = @.
Toinen vaihtoehto on, ettd @ ¢ 41 ja @ ¢ Ao jolloin 43 i~ @ja 4> i~ @. Néin
ollen ekvivalenssi pétee.

Induktio-oletus: Patekdon véittdma rakenteen kompleksisuuteen n asti. (n
voi olla esim. konnektiivien Ikm.).

Induktioaskel: Tapausanalyysi eri konnektiivien suhteen.

1. Olkoon lause muotoa —a. Induktio-oletuksen perusteella véittdma patee
lauseelle a. Nyt jos 4; = a ja Ao = a niin 43 = —a ja Ap = —a. Edel-
leen, jos 43 = a ja A = a niin 41 = —a ja 42 = —a. Néin alkup.
vaittaman ekvivalenssi pysyy voimassa.

2. Olkoon lause muotoa a A B. Véittdma patee oletuksen mukaan jélleen
sekd a:lle ettd B:lle. Eri vaihtoehtoja tulee nyt 4. Oletetaan, ettd mo-
lemmat alilauseet ovat tosia molemmissa totuusjakeluissa. Talléin myos
alilauseiden konjunktio on tosi molemmissa ja ekvivalenssi sdilyy. Muut
tapaukset samaan tapaan (konjunktio epatosi molemmissa).

3. Muut konnektiivit niiden méaaritelmien mukaan.

4. Olkoon 4 = 0 totuusjakelu. Laske lauseen

(-B— -A) = ((-B— A) — B)
totuusarvo
b) totuusmaédritelmén nojalla.

Ratk. Lause (merkitéan sitd @:11d) on muodoltaan implikaatio. Sovelletaan

totuusmaaritelmaa: _
AE=Q@ — AF(-B—--A)tai 4= ((-B—A) — B)

AFE-B—-A = AE=-Bjaal-A
A4E=-B <~ AFB
A = -A = AEA



Nyt siis annetun totuusjakelun perusteella tiedetéén, ettd 4 ~= A ja 4 i~ B.
Néinollen viimeinen rivi ei toteudu, toisen rivin “ja” ei toteudu ja 1. rivin
“tai”:n 1. argumentti on epétosi eli 4 = (—-B — —A).

A=((-B—A)—B) «<— A (-B->Ataid=B
AW (-B— A) — AE=-BjadEA
4}=-B — AFB

Tdastd ndhdéan, ettd viimeinen rivi toteutuu, samoin toisen rivin “ja”-ehto,
jolloin my®s ensimmadisen rivin vasen sarake pitéd paikkansa, eli 4 = ((-B —
A) — B). Seurauksena ensimmdisen taulukon ensimmadisen rivin oikean sa-
rakkeen “tai”-ehdon jalkimmainen argumentti patee, ja siis my0ds vasen sa-
rake, eli 4 = .

Tama esitystapa oli nk. top-down, monimutkaisemmasta yksinkertaiseen.
Toinen vaihtoehto on bottom-up eli l1&hted liikkeelle atomilauseista ja edeté
monimutkaisempia rakenteita kohti.

. InsinGori Sorsselsson laati seuraavat vaatimukset liikennevaloille kahden
yksisuuntaisen kadun risteykseen:

(i) Kummassakin liikennevalossa on vihred, keltainen ja punainen lamp-
pu, joista tasmélleen yksi palaa kerrallaan.
(if) Liikennevalojen vihredt lamput eivat pala yhtdaikaisesti.

(i) Jos toisessa liikennevalossa palaa punainen lamppu, niin toisessa palaa
joko keltainen tai vihred lamppu.

a) Esitd annetut vaatimukset lauselogiikan lauseina.
b) Laadi syntyneelle lausejoukolle totuustaulukko.

c) Hae taulukon avulla lausejoukolle malli / totuusjakelu, jossa se ei to-
teudu.

d) Mieti parannusehdotuksia annetuille vaatimuksille (ajatellen todelli-
sia liikennevaloja). Mité liikennevalojen ominaisuuksia et pysty ku-
vaamaan lauselogiikan avulla?

Ratk.

a) Kaytetddn atomisia lauseita P1, K1 ja V1, jotka tarkoittavat ettd liiken-
nevalon 1 punainen, keltainen ja vihred lamppu palaa (tdssa jarjestyksessa).
Olkoot P2, K2 jaV 2 vastaavat atomiset lauseet liikennevalolle 2. Kdydaan
annetut vaatimukset lavitse:



(i) Liikennevalolle 1 saadaan lause P1v K1V V1 (ainakin yksi lam-
puista palaa) ja lauseet P1 — -K1 A —=V1, K1 — =P1 A V1,
V1 — —P1A =K1 (korkeintaan yksi lampuista palaa). Liséksi tar-
vitaan vastaavat lauseet liikennevalolle 2.

(if) Saadaan lause —(V1AV2).
(iii) Saadaan lauseet P1 — (K2VvV2) jaP2 — (K1VvV1).

b) Laaditaan totuustaulu edellisen tehtévén lausejoukolle. Merkitéén tau-
lun tiivistdmiseksi a;:114 lausetta (Pi Vv Ki Vv Vi) A (Pi — =Ki A Vi) A
(Ki — =Pi A=Vi) A (Vi — —=Pi A =Ki) (joka siis merkitsee, etta lii-
kennevalossa i palaa tdsmélleen yksi lamppu). Tahdella merkityt rivit
vastaavat lausejoukon malleja.

P1KI1V1P2 K2V2 P1 > (K2VV2) [ P2 = (K1VV1)
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P2 = (K1VV1)

P1 = (K2VV2)

~(VIAV2)

a2

P1K1V1P2 K2V2| a;
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Malleja on siis 7 kappaletta (2° = 64 mahdollisuutta). Tutkimalla mal-
leja voit huomata, ettd insindori Sorsselssonin vaatimukset tayttyvat
niiden maaraamissa tilanteissa. Vaittdma ”liikennevalojen punaiset lam-
put eivét pala yhtdaikaisesti” voidaan esittdd lauseena —(P1 A P2).
Tama lause on tosi kaikissa edellisen tehtdvén lausejoukon malleissa
(tarkista), joten —=(P1 A P2) on kyseisen lausejoukon looginen seuraus.

c) Vaittamastd "molemmissa liikennevaloissa palaa keltainen lamppu”
saadaan lause K1 A K2. Olkoon A4 totuusjakelu, joka kuvaa atomiset
lauseet K1 ja K2 todeksi (T) ja muut atomiset lauseet epédtodeksi (E).
Nyt 4 = (K1AK2), koska 41 = K1 ja 4, = K2). Liséksi kaikille (a)-
kohdan lauseille a patee 4 |= a (tarkista). Siis 41 on malli annetuille
vaatimuksille, jossa K1 A K2 on tosi. (Mallin haussa voidaan kéyttaa
esimerkiksi semanttista taulua). Olkoon 4, valuaatio, joka kuvaa ato-
miset lauseet V1 ja V2 todeksi ja muut atomiset lauseet epatodeksi.
Nyt 4, K= —~(V1AV2), joten lausejoukko ei toteudu.

d) Yksi mahdollisuus on viéljentdd ensimmaistd vaatimusta, koska liik-
keelleldhdettdessa punainen ja keltainen lamppu palavat monissa lii-
kennevaloissa yhtdaikaisesti (mieti, kuinka lauseita tulee muuttaa). Lause-
logiikan avulla ei voi helposti esittad lilkennevalojen toiminnan eri vai-
heita (esim. vihredn jélkeen syttyy keltainen lamppu).

6. Tutki totuustaulukoilla, pitavatko seuraavat vditteet paikkansa.
a) Lause (A—B) — ((B—C) — (A— C)) on péateva.
b) Lause =((A— B) — ((—~A— B) — B)) on toteutumaton.

c) Lauseet A <> B ja —(A <« —B) ovat loogisesti ekvivalentteja.
d) {(AAB)V(CAA),(AAB)V—B} =AV (CA—-B).

Ratk.

a) Lauseen alilauseet ovat A;B,C,A— B,A—-CB—C, (B—C) —
(A — C) sekd lause itse (merkitdan sitd @:114). Lause on péteva, joss @



saa taulukossa kaikilla totuusjakeluilla arvon tosi.

|A|B[C|A—5B|A-C|B—=C|[(B—=C)—»(A—=C) [ 9|
T[T[T] T T T T T
T|TIE|] T E E T T
TIE[T] E T T T T
TI[E[E] E E T E T
E[T[T] T T T T T
E[T]E] T T E T T
E[E[T] T T T T T
E|JEJE] T T T T T

Viimeinen sarake sisédltdd pelkéastadn arvoa T, joten lause on péateva.

c)

|A|B[A©B|[-A< -B|

T|T T T
T|E E E
E|T E E
E|E T T

Taulukosta ndhdaan, etté lauseiden A <+ B ja —A <> —B sarakkeet ovat
identtiset, joten ne ovat loogisesti ekvivalentit.



