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1. llmaise seuraavat lauseet predikaattilogiikalla:

a) Jokin porteista on viallinen.

b) Tama algoritmi on kaikista nopein.

c) Kaikilla kurssin osanottajilla on tydasema kdytossaan.

d) Vain yksi prosesseista voi Kirjoittaa kuhunkin tiedostoon kerrallaan.

Mitd muotoa lauseet ovat? Piirrd a)- ja c)-kohtia vastaavat syntaksipuut.

Ratk.

Ratkaisussa on kaytetty useaan otteeseen rajoitettuja universaali- ja eksis-
tentiaalikvanttoreita. Jos halutaan ilmaista, ettd jokin ominaisuus @(x) péatee
kaikille predikaatin P(x) toteuttaville alkioille x, kirjoitetaan ¥x(P(x) —
@(x)). Se, ettd ominaisuus @(x) pétee jollekin predikaatin P(x) toteuttavalle
alkiolle x, ilmaistaan lauseella Ix(P(x) A @(x)). Tehtdvéssd predikaatti P(x)
ilmaisee usein alkion tyyppié (esim. x on portti).

a) IX(P(x) AV (x)), kun
P(x) = x on portti.
V (x) = x on viallinen.

b) A(a) A (YX(A(X) A—(x=a) — N(a,x)), kun
a = ko. algoritmi.
A(x) = x on algoritmi.
N(X,y) = x on y:td nopeampi.



¢) Vx(K(x) = 3y(T (y) AR(x,Y))), kun
K(x) = x osallistuu kurssille.
T (x) = x on tydasema.
R(X,y) = x kéyttad y:td.
d) Wx(T (x) = VyVz(P(y) AP(z) AK(y,x) AK(z,x) =y =12)), kun
P(X) = x on prosessi.
T (X) = x on tiedosto.
K(x,y) = x kirjoittaa y:hyn.

Esitetyt ratkaisut eivét ole ainoita mahdollisia. Valinnan varaa on predikaat-
ti-, funktio- ja vakiosymbolien méadrittelyssa ja lauseiden rakenteessa.

. Poista tarpeettomat sulut, ilman ettd lauseen merkitys muuttuu.

a) (W((F(P(X)AQ(X))) = L(x)))
b) (Y (P(x,y) VQ(Y,X)))) ¢ (Vx(=K(f(x)))))
c) (Vx(Vy(AAB)))

Ratk.

Sulkujen poistamisessa kaytettiin periaatetta, ettd uloimmat sulut voi jattaa
pois ja lisdksi, mikéli sulkujen sisélld oleva operaatio on presedenssiltaan
ulkopuolella olevaa vahvempi, sulut voidaan poistaa.

8) Vy((IX(P(X) AQ(X))) = L(x))
Téssd kaava on esitetty ilman uloimpia sulkuja. Tarkasteltaessa nyt
uloimpia sulkuja, niin sisélld oleva operaatio on implikaatio ja ulko-
puolella universaalinen kvantifiointi. Kvantifiointi on vahvempi, sul-
kuja ei voi poistaa. Tarkastellaan seuraavaksi sulkuja eksistenttikvant-
torin ympérilla. Sisélld siis em. kvantifionti ja ulkopuolella implikaa-
tio. Sulut voi poistaa ja kaava saa muodon Yy(3x(P(x) A Q(x)) —



L(x)). Jaljelld on viel& sulut konjunktion ymparilld. Ulkopuolella ole-
va kvantifiointi on vahvempi, sulkuja ei voi poistaa.

b) IxIY(P(X,y) VQ(Y,x)) > Vx=K(f(x))
c) VxVy(AAB)

3. Olkoon predikaattilogiikan kielessé vakiosymboli ¢, 1-paikkainen funktio-
symboli f ja 2-paikkainen funktiosymboli g. Millaisia muuttujattomia ter-
meja néisté voidaan muodostaa.

Ratk.

Kéayttdmalld ainoastaan elementtejd ¢ ja f, voidaan muodostaa seuraava
joukko termeja: {c, f(c), f2(c), f3(c),...}. Edelleen termeji voidaan laa-
tia kayttdmalla hyvaksi funktiota g. Sen argumenteiksi voidaan valita mika
tahansa pari edellisistd, esim. saadaan termit g(c,c) ja g(f3(c), f1%(c)).
Luonnollisesti sekd g:n ettd f:n argumenteiksi voidaan edelleen valita mitka
tahansa ndin saaduista termeistd. Nain syntyy esim. f(g(f>(c), f13(c))) ja
9(g(c, f(c)), £8(c)). Funktioiden sisennysté voi ndin jatkaa mielivaltaisen
monta askelta.

4. Luennoilla annettiin menettely bindaripuiden esittdmiseksi funktiosymbo-
lien avulla. Yleistd konstruktio mielivaltaisille puille kdyttdmalla korkein-
taan 3 vakio- ja funktiosymbolia.

Ratk.

Yleistys tapahtuu kdyttdmalla hyvaksi seka listojen ettd puiden notaatiota.
Periaate on, ettd mielivaltainen puu esitetddn sisakkéisina listoina, jotka ker-
tovat kunkin solmun lapset. Olkoon tehtdvéassa esitetyt 3 vakio- ja funktio-
symbolia e, tyhja lista, c € %>, 1. argumentti listan ensimmadinen alkio ja 2.
loput listasta, ja | € #1, lehtisolmu. Tarkastellaan seuraavia puita:

Na&istd ensimmdinen esitetddn annetulla notaatiolla muodossa I(a), toinen
c(I(a),c(l(b),e)) ja kolmas saa muodon

c(l(a), c(I(d),c(c(l(b),c(I(f),e)),e)))

5. Osoita, ettd jos Yx@(x) on lause jat on muuttujaton termi, niin ¢(t) on lause.



Ratk.

Opetusmonisteessa todetaan, ettd “kaava on lause, jos siiné ei ole vapaita
muuttujaesiintymid”. Tehtdvénannossa todetaan, ettd Vx@(x) on lause. @(t)
tarkoittaa kaavaa, jossa jokainen x:n vapaa esiintyma on korvattu termilld t.
Koska t on muuttujaton, niin ¢@(t) on myos lause.

. Olkoon universumina U = N? = {(x,y)|x € N,y € N}. Valitse vakiosym-
bolille c ja funktiosymbolille f € 77 tulkinnat siten, ettd koko universumi
tulee nimetyksi.

Ratk.
Muodostetut lukuparit voi asettaa kaksiulotteiseen taulukkoon vaikkapa seu-
raavasti:

(0,0) (0,1) (0,2) (0,3)
(1,0) (1,1) (1,2) (1,3)
(2,00 (2,1) ) (2,3)

Tehtdvadn idea on sama kuin todistettaessa sité, ettd kahden luonnollisen lu-
vun pareja on yhtd monta kuin luonnollisia lukuja (joukot siis ovat yhtd
mahtavat). Todistuksessa laaditaan bijektiivinen kuvaus luonnollisilta lu-
vuilta lukupareille. Kuvauksessa f(0) = (0,0) ja muilla arvoilla se etenee
aina taulukon diagonaaleja pitkin. Esim. f(1) = (0,1), f(2) = (1,0) jne.
Mikali kuvaus etenisi rivejd tai sarakkeita pitkin, ei joukkojen yhtdsuuruutta
saataisi osoitettua, koska rivit (sarakkeet) jatkuvat darettomiin. Mielivaltai-
nen diagonaali puolestaan on darellinen.

Sovelluttuna logiikkaan, universumi saadaan peitettyd, mikéli vakion c tul-
kinta on ¢ = (0, 0), ja funktio laaditaan em. sdantojen pohjalta, siis:

f(c = (0,1) f(f(c)* = (1,0)
) = (02) 0)° = (1,1)

Funktion f lausekkeen voi esittdd muodossa:

£5 0 (%,y) = (XY
X' =g(x)(y+1)+(1—-g(x))(x—1)
y =(1-9(x)(y+1)

Téssd g(x) on nk. pulssifunktio:



_J 1, josx=0.
g(x)_{ 0, muutoin.

7. Graafi muodostuu solmujen joukosta S ja solmujen vélisten kaarien K C S x
S joukosta. Graafin solmuja s ja s’ sanotaan vierekkaisiksi, jos niita yhdistaa
kaari ((s,s’) € K). Olkoon C jokin vérien joukko. Graafin varitysongelmassa
on tarkoituksena l6ytaa graafin solmuille varit joukosta C siten, ettd kaikilla
vierekkaisilla solmuilla on eri varit.

a) Madrittele graafin véritysongelman ratkaisu predikaattilogiikan
avulla.

b) Anna edellisen kohdan lausejoukolle malli ja
c¢) struktuuri, jossa se ei toteudu.

Ratk.

a) Graafista meitd kiinnostavat erityisesti kaaret, joiden esittdmistd varten
madritelladn predikaatti K(x,y) (graafissa on kaari solmusta x solmuun
y). Vérien esittdmiseen on useita mahdollisuuksia.

(1) Yksi mahdollisuus on kiinnittdd varien joukko ja esittda varit predi-
kaatein. Jos joukossa C on vérejd n kpl méadritellddn niille kullekin pre-
dikaatit C1(x),...,Cn(n). Predikaatti C;(x) tarkoittaa, ettd solmu x on
variltddn C;. Ongelman madrittelyssa vaaditaan, etté jokaisella solmul-
la on yksikasitteinen vari ja ettéd jos solmujen vélilla on kaari, solmut
ovat erivariset. Ensimmaisestd vaatimuksesta saadaan lauseet

VX(Ci (X) > —|C1(X) N---A —|Ci,1(X) A=Cit1A---A ﬁCn(X))

indeksin i arvoilla 1,...,n (huomaa, ettd —C;(x) ei esiinny ekvivalens-
sin oikean puolen konjuktiossa). Toinen vaatimus esitetddn jokaisen
predikaatin C;(x) osalta erikseen:

VXvy(K(x,y) = (Ci(x) = —Ci(y)))-

(i1) Toinen mahdollisuus on jattdd varien madarittely avoimeksi ja ot-
taa kdyttoon predikaatti V (x,y) (solmun x véri on y). Solmun vérin
yksikasitteisyys voidaan ilmaista lauseella

VxYyVz(V (x,¥) AV (X,2) =y =12).



b)

Siis, jos solmulla x on vérit y ja z, ndma ovat itseasiassa sama vari
(yhtasuuruus predikaatti = on tosi rakenteessa .$, jos ja vain jos predi-
kaatin argumenttien tulkinnat ovat samat rakenteessa .S). Vierekkéisten
solmujen erivarisyys saadaan puettua lauseeksi

VxvyVz(K(x,y) — (V(X,2) = =V (y,2)).

Eli, jos graafissa on kaari solmusta x solmuuny ja solmu x on variltaan
z, solmu y ei ole vériltdan z.

(iii) Kolmantena mahdollisuutena on esittdd vari funktiosymbolin v
avulla. Termi v(x) tarkoittaa solmun x vérid. Tdssé tapauksessa varin
yksikasitteisyyttd ei tarvitse erikseen maéritelld (funktion arvo on aina
yksikasitteinen). Erivarisyydelle saadaan lause

XVY(K(%,y) = =(v(X) = v(Y)))-

Annetaan malli kohdan (i) lauseille tapauksessa n = 2. Madritelld&n
rakenne §, jonka universumina on U = {a1,az} (kaksi solmua). Pre-
dikaatin K tulkinta on KS = {(a1,a),(az,a1)} (graafissa on kaaret
solmusta a; solmuun a; ja solmusta a, solmuun az). Predikaattien Cq
ja Cy tulkinnat ovat C5 = {a;} jaCs = {ay} (toinen solmuista on siis
vdrid Cq ja toinen varid Co).

Tarkistetaan nyt totuusmaaritelman avulla, ettéd lauseet

VX(C1(x) <> =C2(x))
VXYY (K (X,y) = (C1(x) = —Ca(y))
ja
VXYY (K (X,y) = (C2(x) = —Ca(y))

toteutuvat rakenteessa $ (eli $ on lauseiden malli). Huomaa etté lauseis-
ta ensimmainen on ekvivalentti lauseen

VX(Cz(X) <> =C1(x))
kanssa, joka myods kuuluu lausejoukkoon tapauksessa n = 2. Nyt
S E YX(C1(x) > =C2(x))
jos ja vain jos

Sx—az] E (C1(x) > ~Cz(x)) ja S[x+—az] = (C1(x) > =Cz(x))



Koska a; € Cy,
S[x— a1] = Ca(x)

jakoskaay ¢ Cs,
Sk = aq] = Ca(x)
Siis
Shx= aq] = (C1(x) < ~Ca(x))
Vastaavasti osoitetaan, ettd S[x — ap] = (C1(x) <» =C2(x)), joten S =
VX(C1(X) +» —=C2(x)) seuraa.
Vastaavasti

S = WXVY(K(x,y) = (C1(x) = —Ca(y))
jos ja vain jos kaava

K(X,y) = (C1(x) — —Ca(y))

on tosi rakenteissa

S[x—ag,y— ag, Sx—agy— az,
Sx—azy—a ja S[x—agy— as.

Koska parit (aj,a;) ja (ap,ap) eivit kuulu tulkintaan K atomikaa-
va K(x,y) on epétosi ensimmdisessd ja viimeisessd rakenteessa, jo-
ten implikaation totuusmaaritelmdn nojalla edelldannettu kaava on to-
si ndissa rakenteissa. Koska pari (aj,ap) kuuluu tulkintaan K=, S[x —
a1,y +— az] = K(x,y) jaannettu kaava on tosi rakenteessa S[x — az,y —
ap] jos ja vain jos S[x — az,y — az] = C1(x) — —C1(y). Tdma pitdd
paikkanssa, silld a; € Cy jaaz € Cs, joten S[x — ag,y — ag] = C1(X)
ja S[x+— a1,y — az] = —Ca(y). Kaava on tosi myos 3. struktuurissa.
Erona edelliseen on , ettd implikaatio C1(x) — —C1(y) on tosi raken-
teessa .S, koska S[x — ap,y — az] = C1(X). Siis S on malli lauseelle
XYY (K (x,y) = (C1(x) = —Ca(y)).

Symmetriasyistd § on myos lauseen

Xy (K (X,Y) = (C2(x) — —Ca(y))

malli. Olemme siis osoittaneet, ettd S on lausejoukon malli. Sama ra-
kenne on malli my0s tapauksessa, jossa véreja on useampia kuin kak-
si. Malleista tulee monimutkaisempia, jos solmujen véritys esitetddn
vaihtoehtojen (ii) ja (iii) mukaisesti.



c) Mééritellddn rakenne S tapauksessa n = 2, jossa lausejoukko ei to-
teudu. Valitaan universumiksi U = {a} (yksi solmu) ja predikaatin K
tulkinnaksi esim. K¢ = {(a,a)}. Nyt

Vx(C1(x) > —=C2(x))
ei toteudu rakenteessa §, jos
Sx—a] = Ci(x) +> -Ca(X)
Valitaan siis véripredikaattien tulkinnat siten, etta
S[x—a] =Cq1(x) ja  Skx—al =Ca(x)

asettamalla
cf =5 = (a)

Tallgin S ei voi olla lausejoukon malli.



