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1. Olkoon R kaksipaikkainen predikaattisymboli, jonka tulkintana on relaa-
tio R° C U x U (joukko U on struktuurin § universumi). Alla on taulukko
lauseista, jotka maarittelevit relaatiolle RS erilaisia ominaisuuksia.

Ominaisuus Maéritelma

refleksiivisyys  VXR(x,X)

irrefleksiivisyys  Vx—R(x, x)

symmetrisyys  VxX¥y(R(X,y) = R(Y, X))
asymmetrisyys  VxXVy(R(x,y) = —R(Y,X))
transitiivisyys  VxYWz(R(x,¥) AR(Y,2) — R(X,2))
sarjallisuus Vx3yR(x,y)

Olkoon universumi U kaikkien ihmisten joukko. Anna esimerkkeja relaa-
tioista R®, (0 ¢ RS ¢ U?), joilla on ylld mariteltyja ominaisuuksia.

Allaolevat kolme graafia pyrkivét selventdméan eri relaatioiden ominaisuuk-
sia. Tassd solmut ovat struktuurin alkioita, ja solmuja yhdistad kaari, mikali
R(x,y) on tosi, kun x € U,y € U. Loogisia rakenteita havainnollistetaan aina
silloin talloin niitd vastaavien graafien avulla.

A 2w

O/\OQ

Refleksiivisyys (VXR(x, X)) tarkoittaa sitd, ettd graafin kaikista solmuista
on kaari takaisin itseensd, ja irrefleksiivisyys (Yx—R(x,X)) vastaavasti sitg,
ettd yhdessdkddn solmussa ei ole itseddn osoitavaa kaarta. Graafeista en-
simmadinen on refleksiivinen, toinen irrefleksiivinen ja kolmas ei ole kum-
paakaan.

Symmetrisyys (YXVy(R(x,y) — R(Y, X))) tarkoittaa sité, ettd aina mikaéli sol-
musta x on kaari solmuun y, graafissa on myos kaari y:std x:dan. Asymmet-
riselld (VXvy(R(x,y) — —R(Y,X))) graafilla ei ole yhtddn paluukaarta. Kuvan
graafeista 1. on symmetrinen, 2. asymmetrinen ja 3. ei kumpaakaan.



Transitiivisessa graafissa (YxXvyWz(R(x,y) A R(Y,z) — R(X,2))) pétee, ettd
mikali solmusta x padstdan kaaria seuraamalla (mahdollisesti muiden sol-
mujen kautta) solmuun y, padsee solmusta x myds suoraan solmuun y. Ku-
van graafeista ainoastaan keskimmadinen on transitiivinen.

Graafin sarjallisuus (Vx3yR(x, y)) tarkoittaa sitg, ettd kaikista solmuista lahtee
ainakin yksi kaari. Kuvan graafeista ensimmadinen ja viimeinen ovat sarjal-
lisia.

Ominaisuuksien ihmisten joukossa tapahtuvaa tarkastelua varten maaritellaan
seuraavat relaatiot: T (x,y) (X tuntee y:n), N(X,y) (X on naimisissa y:n kans-
sa), V(x,y) (y on x:n vanhempi) ja E(X,y) (y on x:n esi-isd). Ndma relaatiot
toteuttavat ominaisuuksia seuraavan taulukon mukaisesti.

Relaatio refl. | irrefl. | symm. | asymm. | trans. | sarj.
tuttu * * *
aviopuoliso * *

vanhempi

esi-isd * * * *

Koska ihminen tuntee itsensd, ja tutut tuntevat toisensa, on T(X,y) reflek-
siivinen, symmetrinen ja sarjallinen. Aviopuolisot ovat naimisissa toistensa
kanssa, eikéd kukaan voi olla naimisissa itsensé kanssa, joten N(x,y) on ir-
refleksiivinen ja symmetrinen. Vanhemmuus on irrefleksiivinen, asymmetri-
nen (kukaan ei voi olla oma isovanhempansa) ja sarjallinen (kaikilla on van-
hemmat). Esi-isé-relaatio on kuten vanhemmuus, mutta sen liséksi myds
transitiivinen, koska jos Kalle on Pekan esi-isé, ja Pekka Juhan, niin Kalle
on myos Juhan esi-isé.

. Tiedetdan, ettéd

(i) kaikki syylliset ovat valehtelijoita,
(if) ainakin yksi syytetyistd on myds todistaja ja
(iii) yksikaédn todistaja ei valehtele.

Todista, etteivat kaikki syytetyt ole syyllisid. Kdytd semanttista taulua.

Olkoon predikaatit G(x) (x on syyllinen), L(x) (x on valehtelija), A(X) (x
on syytetty) ja W(x) (x on todistaja). Premissit ovat nyt ¥x(G(x) — L(x)),
IX(A(X) AW(X)) ja YX(W(X) — —L(x)). Haluttu johtopdatds on —=Vx(A(X) —
G(x)). Taulutodistus on seuraavanalainen.



13. E(L(a))

14. T(G(a) — L(a))

15. E(G(a)) 15- T(L(a))

3. Tiedetdan, ettd

1) jos tiili on toisen tiilen paalla, se ei ole poydalla

2) jokainen tiili on poydallé tai toisen tiilen paalla ja

3) yksikaan tiili ei ole sellaisen tiilen p&alla, joka edelleen on jonkun tii-
len paalla.

Todista semanttisella taululla, etté jos tiili on toisen tiilen paalla, niin jalkimmai-
sen on oltava poydalla.



Ratk.
Kéaytetddn formalisoinnissa seuraavia predikaatteja:

Q(X, y) = “tiili x on tiileny paalla” ja
Premissijoukko on formalisoituna seuraavanlainen:

{"x(FyQ(x,y) = =P(x)), ¥x (P(x) v IyQ(x,Y)),
XYy (3zQ(y;2) — —Q(x,Y))}

Haluttu johtopaétds on

XYY (Q(x,y) — P(y))

Taulutodistus:

L T(vX(IyQ(x,y) — —P(x)))

2. T(vx(P(x) V3yQ(x.Y)))
3. T(VXvY(32Q(y, 2) — =Q(x,Y)))

4. E(VxVy(Q(|x, y) = P(¥)))

5. E(Wy(Q(c, y)| — P(y)))*¥°
6. E(Q(c,d) —> P(d))> ¥/d

7. T(Q(c d))®
8. E(P(d))6

12. T(HZQ@ — _'Q(C,d))s' x/cy/d
13. E(3zQ(d,2)**>  13. T(ﬁ(lg(c,d))lz-
14. E(Q(d,e))13 7/e 14. E .d))13

(Q(® e) (Qéc )



4. Tutki semanttisella taululla:

a) {Vxay(P(x) = Q(y)), VXxP(x)} |= YxQ(X).
b) {vXvy(3z(R(x,2) AR(zY)) = R(x,y)),R(a,b),R(b,a)} = R(a,a).
€) = VayR(xy) — (VY(=S(y) = =3xXR(X,y)) = IxY(X)).

Ratk.

) 1. T(Way(P(x) = Q(Y)))
2. T(VXP(x))
3. E(VxQ(X))

4. E(Q(c)) 3. x/c

5. T(P(c:)) 2.x/c
6. T(3y(P(c) T Q(y))) 1. x/c
7.T(P(c) —» Q(d)) 6. y/d

BER()7. 8.TIQ) 7

9. T(P(d)) 2. x/d
Taulu ndyttad jaavan auki. Tatd voidaan perustella silld, ettd aina kun
predikaatti Q tulee instantioida, pitdd se tehdd uudella vakiolla. Ris-
tiriita edellyttédisi samaa vakiota totena ja epdtotena. Avoimesta haa-
rasta voidaan lukea vastaesimerkki, U = {1,2},c5 =1, d* =2, PS =
{1,2}, Q° = {2}. Havaitaan, ettd vastaesimerkille patee
SEYAY(P(X) = Q(Y), S = WXP(X) ja S = WxXQ(Xx).



b) L. T(vxvy(3z(R(%,2) AR(zY)) = R(x,Y)))

6. T(R(a,b) AR(b,a) — R(a,a)), 5. z/b

7. E(R(a,b) A b/a)) 6. ﬁR(g,a)),G.
8. ER@)). 7 \ R(b.3)). 7

Kaikki haarat ristiriitaisia, esitetty valte pétee.



