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1. Osoita, ettd seuraavat lauseet eivét ole patevid konstruoimalla struktuuri,
jossa lause on epétosi (vastamalli).

a) VxayP(x,y) — IWxP(x,y)
b) IX(P(x) vV Q(x)) — IXP(x) A IxQ(X)
c) ~X(P(x) — R(x)) V=Vx(P(x) — —R(x))

Ratk.

a) Olkoon U = {1,2} ja P* = {(1,1),(2,2)}. Nyt ¥x3yP(x,y) on tosi
(kummallekin alkiolle 1. positiossa [8ytyy vastine). Toisaalta IyvxP(x,y)
ei ole tosi koska predikaatin P tulkinnassa ei ole sellaista alkiota 2. po-
sitiossa, jolle 16ytyisi parit siten, ettd molemmat alkiot esiintyisivat 1.
positiossa. Ndin ollen implikaatio on epatosi.

b) Olkoon U = {1} ja PS = {1},Q° = 0. Nyt implikaation vasen puoli
on tosi ja oikea epétosi ja struktuuri ndin vastaesimerkKi.

c) Lauseessa pitdisi saada disjunktio epédtodeksi. Tamd edellyttdd, ettd

molemmat disjunktit ovat epdtosia. Koska niiden edessa on negaatio,
pitad siis molemmilla puolilla negaatioiden sisdlld olevien lauseiden
olla tosia.
Olkoon U = {1} ja PS = 0,R® = {1}. Nyt ¥x(P(x) — R(x)) on tosi,
implikaation vasen puoli on epétosi. Samalla argumentilla Vx(P(x) —
—R(x)) on tosi. N&iden vaatimusten voidaan ajatella kuvaavan osajouk-
korelaatiota. Ensimdisessa tapauksessa P:n tulkinnan tulisi olla R:n
tulkinnan osajoukko ja toisessa R:n tulkinnan komplementin osajouk-
ko. Ainoa joukko, joka molemmat vaatimukset tdyttad on tyhja jouk-
ko, joka siis on asetettu P:n tulkinnaksi. R:n tulkinta voidaan itse asias-
sa valita vapaasti.

2. Muunna seuraavat lauseet konjunktiiviseen normaalimuotoon ja suorita sko-
lemointi.

a) VY(IXP(x,y) = Q(¥;2)) A FY(VXR(X,Y) VQ(X,Y)).



b) IXR(X,y) <> VYP(X,y).

c) Vx3yQ(X,y) V (IXVYP(x,y) A =IxIYP(x,y)).

d) ~(VxayP(x,y) = IAYR(X,Y)) A Vx-3yQ(X, Y).
Ratk.
Muunnettaessa predikaattilogiikan lauseita normaalimuotoihin, tuli noudat-
taa seuraavaa algoritmia:

— Poistetaan konnektiivit — ja <.

— Negaatiot sisddn kvanttorit ulos.

— Distribuutiosdanndillé haluttu lopullinen muoto (KNM tai DNM).

a)

Vy(ExP(x,y) — Q(Y;2))
=Vy(—3xP(x,y) VQ(Y, 2)
=Vy(Yx-P(x,y) VQ(Y,2) XY)VQ(X,y))
=3y1 (YY(YX-P(x,Y) VQ(Y, ) A (VXR(X,y1) V Q(X,Y1)))
=1 VY2((VXP(X,¥2) V Q(Y2,2)) A (VXR(X, y1) V Q(X,¥1)))
=Jy1VY2Vxa VX ((—P (X1, Y2) V Q(Y2,2)) A (R(%2, Y1) V Q(X, y1)))

X,Y) VQ(x,Y))

Nyt havaitaan, ettd kvanttoreita sisaltdimaton osa on KNM:n edellyttdmé&a
muotoa. Skolemoinnissa uloimmat eksistenssikvanttorit korvataan va-
kioilla, ja universaalikvanttoreiden sisélld olevat Skolem-funktioilla.
Tdssd saadaan seuraava lause:

VY2¥xa¥xa((=P(x1,Y2) V Q(y2,2)) A (R(x2,€) V Q(x, €)))

Vx3AyQ(x,y) V (IXVYP(X,y) A =3Ix3yP(X,Y))
=VxaAyQ(x,y) V (IXVYP(X, y) A VXVYy—P(X,Y))
EVX]_Elle(X]_, y]_) V Elevszngyg(P(Xz, yz) N —|P(X3, yg)))
=IxVx1 Y1 VY2VXaVy3(Q(X1, Y1) V (P(X2, ¥Y2) A =P(X3,Y3)))

Lause on nyt nk. Prenex-normaalimuodossa, josta voidaan jatkaa kon-
junktiiviviseen normaalimuotoon.



IxVx1 Y1 VY2 VX3Vy3((Q(X1, Y1) V P (X2, ¥2)) A (Q(X1, Y1) V-P(X3,¥3)))

Skolemoinnissa x korvataan vakiolla c ja y1 lausutaan x;:n funktiona.

VX1 VY2VxaVy3((Q(x1, f(x1)) VP(C,y2)) A (Q(xa, f(X1)) V —P(x3,¥3)))

3. Johda muista kvanttorisddnnoistd sdannot, joilla kvanttorit ¥x ja 3x tuoda
allaolevista lausemuodoista ulos, s.e. sulkujen sisélle jadva alikaava séilyy
muodoltaan implikaationa.

(VXQ(x) — W)
(FxP(x) — W)
(@— VxP(x))
d) Qy (9— IY(x))

Ratk.
Tehtavéssa sovelletaan jo aikaisemmin tutuksi kdyneitd normaalimuotosaantoja.

a)

a) Qy
b) Qy
c) Qy

QY (Vx@(x) — )
QY (~Vxq(x) V )
QY (3x~¢(x) V )
Qy Fxa(—(x1) V)
Qy Fxa(9(xe) — W)

Qy (@— Vx(x))
=Qy (—~@V Vx(x))
=Qy Vxa(~0V Y(xa))
=Qy Vxa(~¢— Y(x))

Sadnndonmukaisuutena voidaan havaita, ettd mikali kvantifiointi on impli-
kaation vasemmalla puolella, muuttuu kvanttori. Oikealla puolella se séilyy.



4. Muunna seuraavat lauseet klausuulimuotoon:
a) —~3IX((P(x) = P(a)) A (P(x) = P(b))),
b) VyaxP(x,y),
c) —~VyaIxG(x,y) ja
d) Ixvy3z(P(x,2) VP(z,y) — G(X,Y)).

Ratk.

a)

b)

d)

Lause —3x((P(x) — P(a)) A (P(x) — P(b))):
Eliminoidaan implikaatiot: —3x((—P(x) vV P(a)) A (=P(x) vV P(b)))
Viedadn — kvanttorin 3x siséén:
Vx=((=P(X) VP(a)) A (=P(x) v P(b)))
Viedaan negaatiot lausekkeiden sisaén:
VX((P() A=P(a)) v (P(x) A=P(b)))
Tuodaan P(x) ulos: Vx(P(x) A (—P(a) vV =P(b)))
Jatetddn universaalikavanttorit pois: P(x) A (—P(a) vV —P(b))
Muodostetaan klausuuliesitys: {{P(x)}, {—P(a), -P(b)}}

Lause Vy3xP(x,y):

Skolemointi: YyP(f(y),y)

Jatetddn universaalikavanttorit pois: P(f(y),y)
Muodostetaan klausuuliesitys: {{P(f(y),y)}}

Lause =VyaxG(x,y):

Viedddn — kvanttorin Yy sisédn: Jy—-3xG(x,y)
Viedaan — kvanttorin 3x sisaén: IywWx-G(x, y)
Skolemointi: Yx—G(x, c)

Jatetddn universaalikavanttorit pois: =G(x, C)
Muodostetaan klausuuliesitys: {{—G(x,c)}}

Lause Ixvy3z(P(x,2) vV P(zy) — G(X,Y)):

Eliminoidaan implikaatio: 3xvy3z(—(P(x,2) VP(zy)) vV G(Xx,y))

Vied&an negaatiot lausekkeen sisdan:
AXVy3zZ((—P(x,2) A =P(z,y)) V G(x,Y))

Viedddn G(x,y) lausekkeen sisdan:

Axvy3z((—P(x,2) V G(x,y)) A (=P(zy) V G(x.Y)))
Skolemointi: Vy3z((—P(c,z) vV G(c,y)) A (—P(zy) vV G(c,y)))
Skolemointi: Yy((—P(c, f(y)) VG(c,y)) A (=P(f(y),y) vV G(c,y)))
Jatetddn universaalikvanttorit pois:

(=P(c, f(y)) VG(c,y)) A (=P(f(y),y) vV G(c,y))
Muodostetaan klausuuliesitys:

{{=P(c, f(y), G(c,y)}, {-P(f(y),y), G(c,y)}}



5. Suunnattu graafi koostuu joukosta solmuja ja solmujen vélisistd suunna-
tuista kaarista. Oletetaan, ettd solmut on esitetty vakiosymbolien {a,b,...}
avulla ja kaaret kaksipaikkaisen predikaatin K(x,y) = “solmusta x on kaari
solmuun y* avulla.

1. Maéérittele predikaatit R,(x,y) = “solmusta x on kaarien suuntainen
reitti solmuun y siten, etta reitilld on n kappaletta kaaria”, kun n saa
arvot0,1,2,...,k. Kuvaa allaoleva graafi kdyttden predikaattia K.

—

a b — ¢

2. Osoita semanttisella taululla, ettd laatimastasi kuvauksesta seké predi-
kaattien Ry ja Rz méaaritelmisté seuraa loogisesti

IX(R2(X,X) AR3(X,C)).

Ratk.

a) Médritelldan predikaatit Ry(X,y) seuraavasti:

xRy (X, X)
VXYWZ(Ro(X,Y) AK(Y,2) = Ri(X,2))
VXVWZ(Rl(Xa y) N K(y7 Z) - RZ(Xa Z))

VXYW Z(Re_1(X,Y) /\ K(y,z) = R«(x,2))

Saannot siis tarkoittavat, ettd kaikista solmuista on nollan askeleen
mittainen reitti itseensd, ja mikéali solmusta x on k— 1:n askeleen mit-
tainen reitti solmuun y ja solmusta y on kaari solmuun z, voidaan ky-
seinen kaari liittaa reitin jatkoksi ja saada k:n askeleen reitti solmusta

x solmuun z
Graafi: 3

a — C
voidaan esittdd kaarirelaation avulla seuraavasti:



b) Ennen taulutodistuksen laadintaa kannattaa miettid, mitd kysely tar-
koittaa, ja tekemdlld todistuksen sen pohjalta. Kyselyssa vditetdan, ettd
on olemassa solmu, josta lahtee kahden askeleen mittainen silmukka
takaisin itseensd, ja josta padsee kolmella askeleella solmuun c. Tar-
kastelemalla graafia huomataan, ettd solmu b tayttaa tdmén ehdon. To-
distus etenee siten seuraavasti:

1.

Todistetaan, ettd solmusta b on yhden askeleen pituinen reitti sol-
muun a.

. Todistetaan, ettd solmusta b on kahden askeleen pituinen reitti ta-

kaisin itseensa.

Todistetaan, ettd solmusta b on kolmen askeleen pituinen reitti
solmuun c.

Mikali tatd strategiaa ei noudata, todistuksesta voi tulla huomattavan
hankala.

T (VXRo(%, X))
T(VXYWZ(Ro(x,y) AK(Y,2) = Ru(%,2)))
T(YWZ(Ru(xy) AK(Y,2) = Re(%,2)))
T(XYWZ(Ra(xy) AK(Y,2) = Rs(%,2)))

5. T(K(a,b))
(K|(b a))
(K|(b c))
8. E(IX(Ra(x, |x) ARs(%,C)))
E(Rz(b,b) A |R3(b, c)), 8.x/b

|
10. T(Ro(b, b)&(b,a) — Ri(b,a)), 2. x/b,y/b,z/a

11. E(Ro(b,b) AK(b,a)), 10. h?l(b,a)), 10
12. E(Ro b, ), 1. 12, E(K ,a)), 11.

13. T(Ro(b b)), 1
®

Tarkastellaan asemointisyisté alipuuta solmusta 11 erikseen.
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Koko taulu saatiin ristiriitaikseksi ja looginen seuraavuus taten 0soi-
tettua.

6. Esitetddn bindaripuut kaksipaikkaisen funktiosymbolin s (sisdsolmut) ja yk-
sipaikkaisen funktiosymbolin | (lehtisolmut) avulla. N&din oheisen kuvan
ylempi puu saa termiesityksen s(s(I(c),l(a)),l(b)).



a) Tarkoittakoon predikaatti PK(x,y), ettd

binddripuu x on binddripuun y peilikuva.

/C Méérittele predikaatti PK predikaattilogiikan
b lausein siten, ettd pystyt paattelemaén, ovatko

c a mitkd tahansa kaksi ylld annetun esitystavan

mukaista bindéripuuta toistensa peilikuvia.

b) Osoita semanttisella taululla, ettd ylempi
a c bindéripuu on alemman bind&ripuun peilikuva.

%

Ratk.
Madritellaén predikaatti PK seuraavasti:

VXPK (1(x),1(x))
VXYWWW(PK (%, v) A PK (y, W) — PK(S(,Y), S(W,V)))
Siis:
— lehtisolmut ovat itsensa peilikuvia

— sisdsolmut s(x,y) késitellddn siten, ettd ensin muodostetaan alipuiden x
jay peilikuvat ja sitten ndma liitetdan yhteen kéanteiseen jarjestykseen
S(w, V).

Todistetaan ndilla lauseilla, etta:
PK(s(s(l(c),1(a)),1(b)),s(l(b),s(l(a),1(c))))

Havaitaan, ettd puusta (seuraavalla sivulle) tulee ristiriitainen, joten esitetty
lause on PK:n maaritelmdn looginen seuraus.



TVXPK (1(x),1(x))
TVXVWZVV(PK(X,y) A PK}Z V) = PK(s(x,2),s(v,Y)))

|
EPK(s(s(I(c), ! (a),1(b), s(l(b),s(I(a),I(c))))
TPK( )

a),l(a)
TPK(] L) (b))
TPK(l (|c) 1(c))

TYyv2vv(PK(s(l(c), 1 (a), y)/\PK(Z|,V)—>PK( s(s(l(c),1(a), 2),s(vy)))

TVZvv(PK(s(I(c),l(a), s(I(a),l(c))) APK(z,v) = PK(s(s(l(c),l(a), 2),s(v,s(I(a),I(c)))
TW(PK(s(I(c),1(a)),s(l(a),1(c))) APK(I(b),v) = PK(s(s(l(c), I (a)),1(b), s(vs(l(a),I(c)

(
(I(

T(PK(s(l(c) (), s(I(
E(PK(s(l(c),!(8), si(a),!(c))) APK(I(b)1(b)))  TPK(S(I(c).1(a), 1(5), s(I(b),s(l(@),1(c)))
EPK(s(I(c),1(a), s(l(a);1(c))) EPK(I(D),1(5))

)
TYW2vw(PK(I(c),y) APK(z V) — PK(s(I(c),2),s(%Y)))
TVzvv(PK(I(c),l(c ))/\PK(z,|v)—>PK(s(I(c), 2),s(v,1(c)))
TW(PK(I(c),l(c)) APK(I(a),v) — PK(s(l(c),l(a), s(vI(c)

)
T(PK(I(c),1(c)) APK(l(a),1(a)) = PK(s(l(c); I (a), s(I( ) (©)
JON

~— —
~—

)
E(PK <c,<c>wma»> PRI @), s1(@.1(e)
EPK(ég)(c)) EPK(I(a).1(@)



