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1 Lauselo8iikan kieli

¢ Lauselogiikan aakkosto

¢ Kielen maaritelms

* Lauseiden muodostamisesta
* Sopimukset sulkujen kdytostd

* Esimerkki: rakenteinen induktio
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1.1

Lauselogiikan aakkosto

atomiset lauseet: A/A1,As,...,B,By,...,C,...
negaatiosymboli: — (ei)

konjunktiosymboli: A (ja)

disjunktiosymboli: Vv (tai)
implikaatiosymboli: — (jos ... niin)
ekvivalenssisymboli: +> (jos ja vain jos)

sulut: ()

Symboleja =, V,A,— ja <> kutsutaan konnektiiveiksi, koska niiden avulla
kytketdan yksinkertaisempia lausekkeita (lauseita) monimutkaisemmiksi.

/
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1.2 Kielen maritelma

Olkoon P ei-tyhjd joukko atomisia lauseita.

Lauselogiikan lauseenmuodostussaannét:

1.
2.

Jokainen atominen lause A € P on lause.

Jos a ja B ovat lauseita, niin myos (—a), (aVp), (aAB), (a—B),
(a <> B) ovat lauseita.

. vain edell3 olevien siintéjen perusteella muodostetut merkkijonot

ovat lauseita.

Ndiden sddntojen nojalla muodostettavissa olevien lauseiden joukkoa

kutsutaan (atomisten lauseiden joukkoon P perustuvaksi) lauselogiikan
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Vaihtoehtoinen médritelma

Olkoon P ei-tyhjd joukko atomisia lauseita.

Ma3aritelmd. Atomisten lauseiden joukkoon P perustuva lauselogiikan
kieli L on merkkijonojen joukon (PU{—,A,V,—,<>,(,)})* pienin
osajoukko, joka on suljettu seuraavien vaatimusten suhteen:

1. Jos A€ P, niin A€ L.

2. Josa e LjaBe L, nin(-a)eL, (aVP)e L, (aAB) €L,
(a—>B)eLja(aeP)e L.

Esimerkki. Jos 2 = {A, B}, niin esimerkiksi A, B, (—=A),((-A) VB) ja
(((=A) vB) — A) ovat kielen L lauseita. Sen sijaan merkkijonot (—()) ja

(AVC) eivdt ole L:n lauseita. /
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Jokaisella lauselogiikan lauseella on yksikasitteinen jdsennyspuu.

Madritelmd. Maaritellidn jdsennyspuut lauserakenteen mukaisesti:
1. Atomisen lauseen A € P jasennyspuu JP(A) on alla vasemmalla.
2. Negaation (—a) jasennyspuu JP(—0) on annettu keskell3.

3. Jos x on jokin lauselogiikan bindarikonnektiiveista, lauseen (O *[3)
jdsennyspuu JP(a % 3) on annettu oikealla.

A = *
JP() JP(a) JP(B)

Y3 JP(a) ja JP(B) ovat lauseiden o ja B rekursiivisesti madrdytyvit

jasennyspuut, jotka sijoitetaan kyseisten jdsennyspuiden alipuiksi.

\ /
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Esimerkki. Lauseen ((—(AAB)) — C) jdsennyspuu on seuraava:

Jasennyspuun juuressa oleva konnektiivi — maaras, N
ettd annettu lause on muodoltaan implikaatio / \
(tai implikaatio lyhyesti sanottuna). ﬂ c
Vastaavasti mééritellddn lauseet, jotka ovat negaa- |
tioita, konjunktioita, disjunktioita ja ekvivalensseja. A

A B

Lauseiden ominaisuuksia voidaan todistaa induktiolla lauserakenteen

\suhteen (tai lauseita vastaavien jdsennyspuiden rakenteen suhteen). J
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1.3 Lauseiden muodostaminen

Jos |3htSkohtana on joukko luonnollisen kielen lauseita,

* tunnistetaan atomiset lauseet eli vdittimat, joita ei voida endi
loogisessa mielessd pilkkoa osiin ja

* tunnistetaan konnektiivit ja muodostetaan vastaavat logiikan
lauseet.

Tavoitteena voi olla my6s jonkin jirjestelm3n mairittely suoraan logiikan
lausein. Tallgin

* valitaan sopiva joukko jirjestelman ominaisuuksia kuvaavia atomisia
lauseita ja

* mairitellddn nididen viliset suhteet/riippuvuudet logiikan lausein.

N /
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Esimerkki. Muotoillaan seuraava luonnollisen kielen lause lauselogiikan

\

lauseena.
Jos tiedosto on liian suuri, niin se tiivistetddn tai poistetaan.
Valitaan atomiset lauseet

A = “Tiedosto on liian suuri”,
B = “Tiedosto tiivistetddn" ja
C = “Tiedosto poistetaan”.

Saadaan: jos A, niin B tai C.

Tunnistetaan konnektiivit: (A — (BVC)).

\ /
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/Esimerkké. Kuvataan seuraavaa yksinkertaista jarjestelmas Iauselogiikan\

lausein.

Valitaan atomisiksi lauseiksi
L = “Lamppu palaa”,
K = “Kytkin on suljettu” ja
‘ I P = “Paristossa on riittavasti

|
) varausta’.
Maaritelldan jarjestelman sallitut tilat lauseilla
((=P) = (-L)) ja
(P— (L + K)).

Qulkitse nama kaksi lausetta luonnolliselle kielelle!
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.4 Sopimukset sulkeiden kdytdosta

* Uloimmat sulkeet tapana jattd3 pois: A— B eikd (A — B).

* Konnektiivien presedenssi eli sidontajarjestys:
1. — on vahvin konnektiiveista.
2. V ja A ovat heikompia kuin —, mutta vahvempia kuin — ja <.

3. — ja +» ovat heikoimmat konnektiivit.

Esimerkiksi: —A— B eikd (-A) — B,

AAB— BVC eiki (AAB) — (BVC),

mutta (A— B)V (B« C).

* Poikkeuksena ketjudisjunktiot/konjunktiot: kirjoitetaan AVBVC
lauseiden AV (BVC) ja (AVB) VC sijaan.

/

© 2003 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio

T-79.144 LTP / Syksy 2003 Lauselogiikka

LisZhuomioita sulkeiden kdytGstd

* Edelld tehdyt sopimukset (ketjukonjuktioita ja -disjunktioita
lukuunottamatta) takaavat, ettd lauseen @ jasennyspuu siilyy
yksikdsitteisend sulkeita vihennettdessa.

e Esimerkiksi merkkijonoa A — B — C ei pystytd jdsentdmain
lauseeksi (yksikdsitteisesti).
Tarvitaan sulkeet: A— (B—C) tai (A— B) —C.
NZilld lauseilla on yksik3sitteiset jasennyspuut.

* Ketjudisjunktiokin AV BV C voidaan jdsentdi kahdella tavalla:
(AVB)VC tai AV (BVC).

Jatkossa ndille annetaan kuitenkin sama merkitys, joten on
samantekevdd kuinka jdsennys suoritetaan.

~
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/1.5 Esimerkki: rakenteinen induktio

Madritelmd. Lauseen alilauseet m3idrdytyvat seuraavasti:
Atomisen lauseen A ainoa alilause on A

Lauseen (—a) alilauseita ovat a:n alilauseet ja (—a).

Lauseen (o AB) alilauseita ovat a:n ja (B:n alilauseet ja (a AB).

Lauseiden (aVB), (a — B) ja (o <> PB) alilauseet maaritelliin samaan
tapaan kuin (a AB):n.

Esimerkki. Lauseen A— BV C alilauseet ovat A,B,C,BVC ja
A— BvVC.

\

/

© 2003 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio

T-79.144 LTP / Syksy 2003 Lauselogiikka

-

Vidite. Lauseen @ alilauseita on korkeintaan niin monta kuin on @:ssd
esiintyvien atomisten lauseiden lukum3arin ja @:n konnektiivien

lukum&ardn summa.

Todistetaan viite induktiolla lauserakenteen suhteen.

Otetaan lauseelle @ kdytt66n seuraavat merkinnit:
o #@: lauseen @ alilauseiden lukum&ara,
o A@: lauseessa @ esiintyvien atomisten lauseiden lukum3ar3 ja
o K@: lauseen @ konnektiivien lukumaara.

Na&illd merkinngilld vdite saadaan muotoon #p < Ap+ K@.

Esimerkki. V3ittam3a pitd3 paikkansa ainakin lauseen
@=(B— C) — (B— C) tapauksessa: #p=4, Ap=2 ja Ko=3.

\

\
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Kf odistus.

Perustapaus: ¢ on atominen lause A.

Koska #@= 1 mairitelmin mukaan, Ap=1 ja K@= 0, viittdma pitidd
tdssd tapauksessa paikkansa.

Induktioaskel: @ on muotoa (—0).

Maaritelman mukaisesti: #(—a) = 1+ #a.

Induktio-oletuksen perusteella: #a < Aa +Ka.

Titen #(-a) < 1+Aa+Ka
= Ao+ (1+Ka)
= A(-a)+(1+Ka)

= A(-0) +K(=a).

\Néin vaittdma tuli todistetuksi muotoa (—0) oleville lauseille.

~

/
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Induktioaskel jatkuu: @ on muotoa (o *[3), missd * on miki tahansa
bindarisista konnektiiveista V, A, — ja ¢

#HoaxB) = 1+#a+#3—#(a,B)
< 1+Acd+Ka+AB+KB—#a,B) (ind.-oletus)
= Aa+AR—#a,B)+1+Ka+Kp
< Ao +AB—A(a,B)+K(axp)

A+ B) +K(0x ).

Merkinta #(a, ) tarkoittaa lauseiden o ja B yhteisten alilauseiden
lukum&ards ja A(a,B) lauseiden o ja (3 yhteisten atomisten lauseiden
lukum&irads. Talloin patee A(a,B) < #(a,p).

N&in ollen vdittdma tuli todistetuksi kaikille lauseille @.

\

~
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2  Lauselogiikan semantiikka

* Perustotuustaulukot
* Konnektiivien maariteltdvyys/riittévyys
 Lauselogiikan totuusmaaritelma

* Vaihtoehtoinen totuusmaaritelma: valuaatiot

\
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/2.1 Perustotuustaulukot

Perustotuustaulukoilla maaritell2an eri muotoa olevien lauseiden
totuusarvot alilauseidensa funktiona.

afBl@np)] [a]pl@vp]
al(=a)| |T|T| T TIT| T
T E T|E E T|E T
E T E|T E E|T T

E|E E E|E E

Totuustaulukot on helppo sisdistdd muistisddntojen avulla:
Kesim. (aAB) on tosi <= a on tosi ja B on tosi.
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Huomio. Disjunktio (0 V B) on tosi <= d on tosi tai 3 on tosi.

molempien disjunktien ollessa tosia.

o |B[@vp|
T|T E
T|E T
E|T T
E|E E

(aVB) on tosi <= joko O on tosi tai [3 on tosi.

\

Disjunktio (0 V B) on siis tosi myds siloin, kun sekd o ettd [ ovat tosia.

Voidaan méaéritelld myds poissulkeva disjuktio (0 V), joka on epétosi

~
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/Perustotuustaulukot (jatkoa)

alpl@=p| [a]p|@ep|
TIT T TI|T T
T|E E TI|E E
EIT T EI|T E
E|E T E|E T

(o0 — B) on tosi<= o on epitosi tai (3 on tosi

<= jos d on tosi, niin (3 on tosi.

Huomio. Implikaatio — e/ edellytd syy-seuraus-suhdetta. Esim.

\Lause (A — B) on tosi, koska A on epétosi.

A = "Ruotsi sijaitsee Aasiassa”, B = “Joulupukki on olemassa”.
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/Perustotuustaulukoiden avulla voidaan muodostaa totuustaulukko mille\
tahansa lauseelle (tai jopa lausejoukolle).

Esimerkki. Tutkittava lause: (=BA (A— B))

Alilauseet: A,;B,—B, (A— B),(—-BA (A— B))

Totuustaulukossa on 22 = 4 rivii ja 5 saraketta.

alB|-B[(A=B) [ (-BA(A-B) |
TiTlE] T E
TlE|T| E E
EIT|E| T E
ElE|T| T T

Muistathan, ettd jokaisessa lauseessa @ on korkeintaan niin monta

Kalilausetta kuin lauseessa @ on atomisia lauseita ja konnektiivejal /
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/2.2 Konnektiivien madriteltavyys/riittdvyys \

Esimerkki. Tarkastellaan lauseille (a A B) ja =(—a V —B) muodostettua
yhteistd totuustaulukkoa.

‘ a ‘ B ‘ aAB ‘ —-a ‘ -B ‘ -a V- ‘ =(-aV—p) ‘

T|T| T E | E E T
T|E| E E | T T E
E|T E T |E T E
E|E| E T | T T E

Koska lauseiden o AP ja —(—aV —) sarakkeissa on identtiset
totuusarvot, lauseet ovat semantiikan kannalta samaistettavissa.

= Lause a AP voidaan (tarvittaessa) midritelld syntaktisena

Klyhennysmerkinténé lauseelle =(—a Vv —f). /
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Taten konnektiiveille voidaan antaa maaritelmia toistensa avulla:

1. (aAB) lauseena ~(—a 'V —p)

2. (aVp) lauseena =(—a A=)

3. (aVp) lauseena (o <> —B) tai lauseena —(a < B)

4. (o — B) lauseena (—o Vv B) tai lauseena —(a A =)

5. (a > B) lauseena ((a — B)A (B — a)) tai lauseena
((maVR)A(aV=R)

= Kaikkia peruskonnektiiveista —,V,A,—, <> ei valttdmatta tarvita.

\

/
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Tarvittaessa voidaan rajoittua seuraaviin konnektiiveihin:
e —ja V riittdvat muiden konnektiivien maarittelemiseen,
e = ja A riittdvat myds,
e = ja — riittdvat myos ja

e 1 (aina epitosi lause) ja — riittivdt myés.

Huomio. Toistaiseksi kisitellyt konnektiivit eivdt ole ainoat mahdolliset.

Esimerkiksi bindarikonnektiiveja *, jotka kytkevat kaksi lausetta a ja 8

(2x2)

lauseeksi O 3, voidaan olennaisesti maaritelld 2 = 16 erilaista.

On myos konnektiiveja, jotka riittdvat yksinddn muiden maarittelemiseen:

* Peircen nuoli: (a | B)=—(aVp)
* Shefferin viiva: (o | B) = —(aAB)

~

/
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2.3 Lauselogiikan totuusmaritelma

Maééritelmd. Totuusjakelu 4 on atomisten lauseiden joukon P
osajoukko.

Ajatuksena on, etti
e A:n atomiset lauseet ovat tosia,
e P — Z:n atomiset lauseet ovat epatosia.
Huomioita.
o Jos P on iirellinen, erilaisia totuusjakeluja on 2/% kappaletta.

¢ Jokainen totuusjakelu vastaa yhta totuustaulukon rivia
(ja kdintiden).

\
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Totuusjakelu voidaan ymmartdd yhden asiaintilan kuvauksena.

Esimerkki. (vrt. aikaisempi lamppuesimerkki)

24, ={P}: Patterissa on riittdvasti varausta.
Kytkin ei ole suljettu.
Lamppu ei pala.

A ={L,K}: Patterissa ei ole riittdvasti varausta.

Lamppu palaa.
Kytkin on suljettu.

Naistd jalkimmainen on mitd ilmeisimmin fyysisesti mahdoton, mutta
kuitenkin loogisesti mahdollinen asiaintila.

\

/
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Maéritelmd. Seuraavassa miaritellidn miloin mielivaltainen lause @€ L

on tosi totuusjakelussa 4 (merk. 4 = @) ja milloin @ on epitosi
totuusjakelussa 4 (merk. 4 b~ ¢).

1. AEA < Ac A4 (atomisille lauseille A€ P).
AE-0 <= 4.

.AEAAB <= A=aja A=
.AEaVB <<= A=atai 4=

L AEa- B <= AFatai AEB.

o oA W N

. AEa o P < joko A0 ja AR, tai Ao ja AR

\Huomio. Esim. kohdan 3 nojalla A £ aAB < A~ a tai 4. J
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/Esimerkki. Olkoon 4 = 0 totuusjakelu. Totuusmaaritelman nojalla: \
AEA AEB AE-B AEA—>Bja A= -BA(A—B).

Vertaa tatd laskelmaa kalvon 21 totuustaulukon viimeiseen riviin.

Totuusmadritelmén seurauksia

Viite. Jos 4 C P on totuusjakelu, niin kaikille lauseille @ € £, joko
Al=@tai A @

Merkitddn At(@):1l3 @ssd esiintyvien atomisten lauseiden joukkoa.

Viite. Olkoon 41 C P ja Ay C P kaksi totuusjakelua ja @€ L lause.
Jos 21 NAL(Q) = Ao NAL(@), niin A1 =@ <= D Eo.

\Néiméi voidaan todistaa induktiolla @:n rakenteen suhteen. J
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2.4 Vaihtoehtoinen totuusmairitelma: valuaatiot

Lauselogiikka

(T&td maaritelmas kdytetddn Neroden ja Shoren kirjassa).

Maédritelmd. Valuaatio V on konnektiivien totuustaulukoja noudattava
funktio kielen L lauseiden joukolta joukolle {T,E}.

Valuaatioilla ja totuusjakeluilla on seuraava yhteys:

1. Olkoon ¥ valuaatio ja A={Ac P | V(A)=T}.
Téllgin kaikille lauseille @ € L pétee:
A <= V(@ =T.

2. Jos A4 on totuusjakelu, niin on olemassa yksikisitteinen valuaatio 7/
siten ettd A={Ac? | V(A) =T}

\ /
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3 Semanttiset peruskdsitteet

Lauselogiikka

e Mallin kisite

* Toteutuvuus

e Pitevyys

¢ Looginen seuraavuus

* Looginen ekvivalenssi

¢ Peruskisitteiden viliset yhteydet

¢ Loogisten seurauksien ominaisuuksia

e Tietdmyksen esittdmisestd
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3.1 Mallin k3site

Mazédritelmd. Totuusjakelu 4 C P on lauseen a € L malli, joss lause a
on tosi 4:ssa eli 4 = a.

Esimerkki. Totuusjakelut 4; = {A}, 4> = {B} ja 43 = {A,B} ovat
malleja lauseelle AV B.

Mazdritelmd. Totuusjakelu 4 C P on lausejoukon Z C L malli
(merk. 4 = %), joss kaikille lausejoukon X lauseille 0 € X pitee 4 = 0.

N&in ollen lausejoukon X lauseet tulkitaan konjunktiivisesti.

\

/
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Esimerkki. Olkoon ? = {P,L,K}. Laaditaan lamppuesimerkin
lausejoukolle £ = {=P — —L,P — (L +» K)} C L totuustaulukko:

Pk |-P[-L][-Po-L|Lek]|PareK)]
T|T|T E T —
TiT|e|E|E T E E
Tle|T]E|T T E E
T|E|E|E|T T —
EIT|T|T]|E E T T
EIT|E|T|E E E T
ElE|T|T|T E —
E|E|E|T|T T —

Malleja on siis neljd erilaista vastaten jarjestelman sallittuja tiloja.

\

/
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3.2 Toteutuvuus

Mé&édritelmd. Lause a € L (tai lausejoukko Z C L) on toteutuva, joss
ainakin yksi totuusjakelu 4 C P on sen malli.

Huomio. Koska lauseiden totuusarvot maidrdytyvat niissd esiintyvien
atomisten lauseiden totuusarvoista, voimme rajoittua totuusjakeluihin
A C At(@), missd At(@) on lauseessa @ esiintyvien atomisten lauseiden
joukko, tai totuusjakeluihin 4 C At(X) = U{At(0)|o € 2}
selvittiessimme lauseen @ tai lausejoukon Z malleja.

 Toteutumattomalla lauseella/lausejoukolla ei ole yhtddn mallia.

* Lauseen toteutuvuuden selvittdminen on yksi keskeisimmista

logiikkaan liittyvistd laskennallisista ongelmista.

\

/
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Esimerkki.

Onko AA —A toteutuva?

Onko AV —B toteutuva?

Toteutuvuuden tutkiminen totuustaulukolla:
* muodostetaan a:lle (Z:lle) totuustaulukko ja

* tarkastetaan onko a tosi (kaikki Z:n lauseet tosia) jollakin rivilla.

(Al-A[Ar-A| 'AlB|-B|[Av-B]
T|E E T|T|E| (T)
E|T E TIE| T | (T)
EIT|E E
EIE| T | (T
Ei. Kylla.

\
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/Esimerkki. (Rajoiteohjelmointi) Tarkastellaan oheisen kuvan mukaisen \
kartan varittamista kolmella eri varilla siten, ett3d vierekkaisilld alueilla on
eri varit. Oheiset lauseet kuvaavat kolmivaritystd vastaavat rajoitteet.

4 Jokaiselle alueelle i vérin valitsevat lauseet:
RVViVS,
3 S(RAV), =(MAS) ja ~(SAP).
1 2 Jokaiselle alueparille (i, j) (i < j) rajoitteet:
—(RAP), ~(VMAV)) ja =(SAS).

Totuusarvojakeluja (mallikandidaatteja) on yhteensi 212 = 4096 kpl!
Toisaalta alueet voidaan virittia 3% = 81 eri tavalla.

Téam3 lausejoukko on toteutumaton = kolmivaritys on madoton .

\Muistanet, ettd neljd varid riittdd aina tasograafin varittdmiseen. J
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/3 .3 Pd&tevyys \

Maédritelmd. Lause o € L on pitevd/tautologia (merkitddn |= a), jos
A |= a kaikille totuusjakeluille 4 C 2.

Esimerkki. Olkoon ? = {A} ja L vastaava kieli. Lause AV —A on
patevd, koska AV —A on tosi totuusjakeluissa A1 = {} ja 42 = {A}.

Vastamallit

Tarkastellaan mielivaltaista lausetta @€ L.
+ Jos @ on pitevd, 4 = @ kaikille totuusjakeluille 4 C .
* Jos @ei ole patevd, I6ytyy totuusjakelu 4 siten, ettd 4 = @.

Jalkimmaisessd tapauksessa kutsumme totuusjakelua 4 vastamalliksi

\(tai vastaesimerkiksi) lauseen @ patevyydelle. J

© 2003 TKK / Tietojenkdsittelyteorian laboratorio
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P3tevyyden tutkiminen totuustaulukolla:
¢ muodostetaan 0:lle totuustaulukko ja
* tarkistetaan, ettd d on tosi jokaisella rivilla.

Esimerkki.
Onko AAB — A pdtevd? Onko AV B — A pidtevid?

|AlB|AarB|ArBA| [AB|AVB|AVB A

T(T| T T TIT| T T
T|E| E T TIE| T T
E|T| E T E(T| T (E]
E|E| E T E|E| E T
Kyll3. Ei.

\ /
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/3.4 Looginen seuraavuus \

Maédritelmd. Lause a € L on lausejoukon X C L looginen seuraus
(merkitddn Z = a), jos 4 = a kaikille lausejoukon Z malleille 4 C P.

Esimerkki. =—A seuraa loogisesti lausejoukoista {A} ja {AA—A}.
1. Jos 4 = {A}, niin vilttimittd 4 |= A, joloin myds 4 | —-—A
2. Ei ldydy totuusjakelua 4 siten, ettd 4 = {AA—A}.

Kaytdmme vastamallin kisitettd myds loogisen seuraavuuden yhteydessa.

» Jos X [~ @, lausejoukolla X on malli 4 siten, mutta 4 £~ .

Esimerkki. {A,B — A} [~ ——B, koska |6ytyy vastamalli 4 = {A} siten,

ettd 4 |= {A, B— A} @aAa bé —=B.

/
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/Loogisen seuraavuuden tutkiminen totuustaulukolla:

* muodostetaan lausejoukolle ZU{a} totuustaulukko,
* todetaan rivit, joilla kaikki Z:n lauseet ovat tosia (Z:n mallit) ja
* tarkistetaan, ettd a on naill3 riveill3 tosi.

Esimerkki. Todetaan {A,(A— D)} |=D ja {(A— B)} % B vastaavista
totuustaulukoista:

AlD|(A~D)] Al B |(a-B)|
Tit] 1 |— [T]lT] T |+
TIE| E TlE| E

E[T] T ElT] T |+
E|E| T E|E)] T |«

~
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/

Huomio. Kaikille lausejoukoille X pétee ~ = AV —A.

Esimerkki. Tutkitaan, onko lause =LV K |o08inen seuraus
lamppuesimerkin lausejoukolle 5 — {p — (L ¢+ K), =P — —L}. On.

lPlL|K][-P[-L]-Po-L|LoK]|PoeK |-Lvk]
T|T|{T|E|E T T T —
T|{T|E|E|E T E E E
TlE|T|E|T T E E T
TIE|E|E|T T T T —
E|T|{T|T|E E T T T
E|T|E| T |E E E T E
E|E|T|T|T T E T —
E|E|E|T|T T T T —

-~
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3.5 Looginen ekvivalenssi

Méiritelm3. Lauseet O € £ ja B € L ovat loogisesti ekvivalentteja
(a=P), joss 4|=a <= A4 =P kaikille totuusjakeluille 2 C P.

Esimerkki. A ja =—A ovat loogisesti ekvivalentit, koska n3illd on sama
totuusarvo kaikissa totuusjakeluissa.

Viite. Lauseet 0 € £ ja B € L ovat loogisesti ekvivalentit, joss niilld on
tasmilleen samat mallit g  p.

\ /
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\

A

Lauseiden loogisen ekvivalenssin selvittdminen:
e muodostetaan lauseille a ja B yhteinen totuustaulukko ja

* tarkastetaan, ettd a:lla ja B:lla on sama totuusarvo jokaisella rivill3.

Esimerkki. Ovatko lauseet A — B ja =B — —A loogisesti ekvivalentit?

(AlB[-A|-B|A+B|-B-A]

T/ TIE|JE | T T

TIE|E | T E E
E|T|T|E T T
E|IE|T | T T T

Kylla.
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e 2

Esimerkki. Palataan johdannon esimerkkiin, jossa ongelmana ol

Lauselogiikka

selvittdad laskevatko seuraavat kombinatoriset piirit samat funktiot:

Pt
A B C A B C

Piirit voidaan esittdd lauselogiikalla seuraavina lauseina

@=-AA(BVC) ja =-(AV(-BA-C)).

N /
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e 2

Esimerkki. Ratkaistaan ongelma osoittamalla, ettd piirejd vastaavat
lauseet ovat loogisesti ekvivalentit.

Lauselogiikka

|a]B]c|[-Aa] B[] c|[Bvc|[o]| BrcC|AV(BAOC |u]
Tlr[rlelele] T [e] € T

Tltlelele|T] T [e|] E T E
Tleltle|T|e| T [e] E T E
Tlelele| T[T E [e] T T E
(T[Tt |e|e| v [T] E E T
ElT|e[T|e|T] 7 [T] E E T
Ele|T|[ T[T || T [T] E E T
elele|[T [T T[] e [e] 7 T E

Koska lauseita @ ja ) vastaavat sarakkeet ovat identtiset, ne ovat
loogiseseti ekvivalentit. Tdstd seuraa, ettd piirit laskevat samat funktiot.

N /

© 2003 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio

43

44



A

A

-

T-79.144 LTP / Syksy 2003 Lauselogiikka

Maédritelmad. Lausejoukot X1 C L ja 2 C L ovat loogisesti ekvivalentit
(merk. 3 = %), joss kaikille totuusjakeluille 4 C P pitee seuraavaa:

A |= 01 kaikille 01 € £1 <= 4 |= 07 kaikille 03 € 2.

Viite. Lausejoukot 1 C £ ja I C L ovat loogisesti ekvivalentit, mikili
niilld on tdsmalleen samat mallit g c p.

Lausejoukkojen loogisen ekvivalenssin selvittdmin®n:

joko
* todetaan, ettd 4 = Xy kaikille lausejoukon Z; malleille 4 ja
* todetaan, ettd 4 = 21 kaikille lausejoukon Xy malleille 4,
tai vaihtoehtoisesti

* todetaan, ettd X |= 07 kaikille lauseille 02 € 25 ja

* todetaan, ettd 3 |= 01 kaikille lauseille 01 € Z;.

© 2003 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio
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Esimerkki. Kirjoitetaan lamppuesimerkin jirjestelmille vaihtoehtoinen
méairitelmd ¥’ = {L > PPAL - K,PAK — L}.

[PlL[K[LoP]PAL[PALSK]PAK ] PAK L]
TIT|T T —
T|IT|E| T T E E T
TlE|T| T E T T E
T|lE|E E E —
E|T|T| E E T E T
E|T|E| E E T E T
E|E|T E E —
E|E|E E E —
= 3 =73, koska mallit ovat samat kuin alkuperiiselld miaritelmilld X.

/

\

\ /
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/

3.6 Peruskdsitteiden viliset yhteydet

Olkoon L atomisten lauseiden joukkoon 2 perustuva kieli.

Tarkastellaan jatkossa taman kielen lauseita.

Looginen ekvivalenssi liittyy l3heisesti patevyyteen:

s 0=p <= EFa+p.
Todistus.
aZp
<= JACPse AEdja AR tai Ao ja AR
< 34CPse AFa+pB
= o+ B.

\
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Pitevyydells ja loogisella seuraavuudella on kiintedt yhteydet.

a0 < 0a.
Seuraa helposti, koska kaikki totuusjakelut 4 C P ovat tyhjan
lausejoukon @ malleja.

o I EO = FEan Ao
Todistus.
{on,....m}Fo@
< 34CPse Aon{@,....,on}:n mallija A= @
<= 3A4CPse Vie{l,...,.n}: A=@ja A
< JACPse AE@A---ANphja AL
< JACPse. AE@A AN — @
= E@A A — Q.

© 2003 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio
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/Péitevyyden ja loogisen seuraavuuden yhteys toteutuvuuteen: \

* =0 <= -0 on toteutumaton.

Todistus. Erikoistapaus seuraavasta.

* JEa < ZU{-a} on toteutumaton.
Todistus.

ZFa

<= J4CPse A=2Zja A}a
< J4CPse AE=2U{-a}
<= XU{—a} on toteutuva

<= ZU{—a} ei ole toteutumaton.

Edell3 esitetyt yhteydet mahdollistavat lauselogiikan pdattelyongelmien

viliset muunnokset. Esim. loogisen ekvivalenssin, pitevyyden ja loogisen
seuraavuuden tutkiminen voidaan palauttaa toteutuvuuden tutkimiseen.

© 2003 TKK / Tietojenksittelyteorian laboratorio
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@ A

Viite. (Kompaktius). Jos X = @, niin on olemassa &irellinen osajoukko
Y C I siten, ettd ¥ =@

.7 Loogisten seurauksien ominaisuuksia

Todistus. Sivuutetaan.

Maéritelma. Lausejoukon = C L loo8isten seurausten joukko on
Cn(5) ={peL|z=q}

Loogisten seurauksien joukolla Cn(Z) on seuraavat perusominaisuudet:
* 2CCn(2).
* Monotonisuus: 1 C ¥ = Cn(Z;1) C Cn(X2).

Cn(Cn(Z)) = Cn(%).

* Z=Cn(2).

© 2003 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio
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/Liséhuomioita loogisesta seuraavuudesta \

e Jos Z =@, niin Cn(Z) = Cn(ZU{@}).
Jos tavoitteena on lausejoukon koon minimointi, lausejoukon
loogisia seurauksia ei siis kannata lisitd lausejoukkoon!

* Oletetaan, ettd X [~ @ ja ettd lausejoukko X halutaan laajentaa
lausejoukoksi X' siten, ettd T C ¥ ja 2 .
Apuna voidaan kdyttd3 vastamallia/vastamalleja 4, joille 2 }=Z ja
A [~ @ lausejoukkoon Z lisdttdvin lauseen U tulisi sulkea pois
vastamalli/vastamalleja 4, ts. 4 = Y.
Lause @ toteuttaa myds timan vaatimuksen, mutta lausetta @ ei
valttdmattd haluta liittdd eksplisiittiseen tietdmykseen.

Esimerkki. Lamppuesimerkissd ¥ = {PAL — K,PAK — L}, lause
\(p: -LVK, vastamalli 4 = {L} ja lisittdvd lause y =L — P.

/
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3.8 Tietamyksen esittdmisesta

* Jokainen lausejoukko X maéarittdd joukon malleja, eli totuusjakeluja
A4, joissa lausejoukon kaikki lauseet ovat tosia.

Esimerkki. Lamppuesimerkin lausejoukolla
S={-Po>-LP>(L&K}CL
on mallit 41 ={PL,K}, 4, ={P}, Z3=1{K}ja Au={}.

« Lausejoukon £ mallit puolestaan masrisvit lausejoukon loogisten
seurauksien joukon Cn(x),

Esimerkki. Lamppuesimerkissi lausejoukon T lo0gisten seurausten
joukko on Cn(s) = {~LVK,L—PAK,-PVP,...}.

¢ Atomisten lauseiden joukkoon P perustuvia lausejoukkoja = C L

. T [
voidaan olennaisesti miiritelld 22" erilaista.

~

/
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Kfieté’mykse” esittaminen; ongelmana rajata mallien joukko sopivat \

lauseet valitsemalla siten, ettd saadaan halutut loogiset seuraukset.

A

e L3htdkohtana olevan tyhjan lausejoukon O malleja ovat kaikki
totuusjakelut. Taten Cn(0) on itse asiassa patevien lauseiden joukko.

e Lauseiden lisddminen karsii mahdollisesti mallien joukkoa ja
kasvattaa loogisten seurausten joukkoa (monotonisuus).

e Toisessa ddripadssd lausejoukko X voi tulla ristiriitaiseksi, joloin silla
ei ole yhtddn mallia ja kaikki lauseet ovat téll6in lausejoukon loogisia
seurauksia (eli Cn(Z) = L).

Huomio. Kaikille lausejoukoille Z patee Cn(0) C Cn(X).

Esimerkki. Lamppuesimerkissd X [ L <> K, mutta lauseen P
lisddmisestd seuraa ZU{P} =L <> K. Sen sijaan lausejoukko

© 2003 TKK / Tietojenksittelyteorian laboratorio
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A

4 Semanttinen taulu

» Konnektiivikohtaiset taulusddnnét

e Semanttisen taulun m3aritelma

e Taulumenetelmin ominaisuuksia

¢ Loogisten ongelmien ratkominen taulumenetelmalld

 Esimerkkej3

© 2003 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio
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\polu//e kirjatut totuusarvovaatimukset ovat yhtdaikaa voimassa.
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4.1 Konnektiivikohtaiset taulus3dnnot

e Totuustaulukkoja kdytetddn lauseen @ totuusarvon laskemiseen, kun
annettuna on atomisten lauseiden A € At(¢) totuusarvot.

» Semanttisissa tauluissa idea on kddnteinen: maaratdan lauseen @
alilauseiden (ja lopulta atomisten lauseiden A € At(@)) totuusarvoja
I&htien liikkeelle lauseen @ totuusarvosta (tosi tai epatosi).

Esimerkki. Verrataan konjunktion totuustaulukkoa ja taulusidintoja:

N 2
Ta Ea ER

|
B

mim{—|-
m|—{m|-

E
E
E
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/Konnektiivien =, V, A ja — taulusddnnét ovat seuraavat: \
T-a T(aVp) T(aAB) T(a—p)
| / N\ |
Ea Ta B T|0( Ea B
™3
E—a E(aVvp) E(aAB) E(a —B)
| / N\ |

Ta E|0( Ea EB T|or

EB EB

Ajatuksena on, ettd jokaiselle juurisolmusta lehtisolmuun johtavalle

© 2003 TKK / Tietojenkésittelyteorian laboratorio
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/

TaulusZdnnon instantiointi

A

/Konnektiivien V ja <> taulusddnnét ovat seuraavat:

T(avp) T(a« B)

/ \ / Esimerkki. Tarkastellaan lausetta (-A— CVv D) — AVB:
T|O( E|O( T|0( E|O( Lause on muodoltaan implikaatio o — 3, missd ehtona on lause
= B ™ ER o =—-A— CVD ja seurauksena lause f = AVB.

Korvataan a ja B kyseisilld lauseilla implikaation sddnndssa:

E(avp) E(a < B)

/ \ / T(a—B) T(-A—CvVD)—AVB)
Ta Ea Ta Ea / \ > / \

| | | | Ea  TB E(-A»CVvD)  T(AVB)
B EB EB 3

Huomio. Jatkossa on olennaista osata tunnistaa, mitd muotoa mikin
Huomio. Niistd taulusddnndistd voi todeta konnektiivien V ja <> viliset

thteEt: aVB=a+ -B=-0eB=-(aepB). /

lause on, koska taulusddnnén valinta suoritetaan tilld perusteella.

\

/
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/Ketjukonjunktioille ja -disjunktioille voidaan johtaa seuraavat sddnnét: \

T(a1A...A0p) T(aiV...Vaop)

Taz | Tap

58
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/

4

.2 Semanttisen taulun maritelma

 Edelld maariteltiin jokaiselle lausetyypille omat taulusddntonsa.

~

60

TGl
! e Yksittdinen taulusddntd tuottaa totuusarvovaatimuksia alilauseille
lauseen totuusarvosta |3htien.

e N3&itd vaatimuksia voidaan analysoida taulusdannéilld rekursiivisesti,
kunnes saadaan atomisia lauseita koskevia totuusarvovaatimuksia.

Seuraavaksi madariteltdvat semanttiset taulut ovat rakenteeltaan puita,
joiden
1. solmujen asteluku on enintddn kaksi ja

| 2. solmuina on muotoa T ja E@ olevia lausekkeita, jotka tulkitaan

Ean
-

totuusarvovaatimuksiksi asianomaisille lauseille @.
KHuom:o. Jatkossa nimd ymmarretddn lyhennysmerkintgina!

/
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Ma3dritelmd. Semanttinen taulu muodostetaan seuraavilla periaatteilla:

* Jokainen yksisolmuinen puu, jonka ainoana solmuna on juurisolmu
T tai EQ, on semanttinen taulu.

¢ Monimutkaisempia tauluja muodostetaan seuraavalla tavalla:
Olkoon T semanttinen taulu.
Jos P on jokin T:n polku juu-
risolmusta lehtisolmuun, T@

(E@) jokin T:n solmu polulla P !

ja U saadaan T:sta liittamal- P

I3 T@:n (E@n) taulusdantd il- To
man juurisolmua polun P jat-

koksi, niin T on mydskin se- A

manttinen taulu.

\
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/Esimerkki. Muodostetaan semanttinen taulu I3htien liikkeelle
juurisolmusta E(AVB — AAB).

1. E(AVB— AAB)

I
2. T(AVB)*:

I
3. E(AAB)Y

/ \
4. TAZ 4. TB*

7\ 7\

5. EAS 5. EB% 5. EA3 5. EB%

Semanttisen taulun solmut on numeroitu luettavuuden parantamiseksi.
Poluille lisittavat solmut numeroidaan juoks€vast!- Y|iindeksini oleva
numero kertoo, monennestako asianomaisen polun solmusta kyseinen

Ksolmu on saatu taulusiantoé3 soveltamalla. /
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Maééritelm&. Olkoon T semanttinen taulu, P polku juurisolmusta \
lehtisolmuun taulussa T ja T@ (E@) polun P solmu.
1. Solmu T (E@) on hajoitettu polulla P, jos
(a) @ on atominen lause, tai
(b) solmun T (E) taulusdanndn jonkun polun P’ jokainen solmu

on polulla P.

2. Polku P on ristiriitainen, jos silld esiintyy sekd Ta ettd Ea jollekin
lauseelle a (tdman merkiksi kirjoitetaan usein x polun loppuun).

3. Polku P on valmis, jos se on ristiriitainen tai jokainen sen solmuista
on hajoitettu polulla P.

4. Taulu T on valmis, jos jokainen sen poluista on valmis.

5. Taulu T on ristiriitainen, jos jokainen sen poluista on ristiriitainen.

N /
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~

Esimerkki. Palataan edelliseen esimerkkiin.

1. E(AVB - AAB)

I
2. T(AvB)*

I
3. E(AAB):

/ \
4. TAZ 4. TB?

/7 \ /7
5. EA% 5. EB* 5. EA3 5. EB*
X X

e Taulun reunimmaiset polut ovat ristiriitaiset.

» Kaikki taulun polut ovat valmiita.

¢ Taulu on valmis, muttei ristiriitainen.

N /
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ﬁl.3 Taulumenetelman ominaisuuksia \

Olkoon @ atomisten lauseiden joukkoon P perustuvan kielen £ lause.

Semanttisella taululla voidaan ratkaista seuraava looginen ongelma:
onko olemassa totuusjakelua 4 C P siten, ettd 4 =@ (4 [~ @)?

Todistamme jatkossa seuraavan ominaisuuden:

Viite. Olkoon @€ £ mikd tahansa lause. Juurisolmusta To (E@)
muodostetussa valmiissa semanttisessa taulussa on ei-ristiriitainen polku,
jos ja vain jos 4 = @ (A4 [~ @) jollekin totuusjakelulle 4 C P.

Mdzritelmd. Semanttisen taulun T polku P on yhteensopiva
totuusjakelun 4 kanssa (merkitddn A4||P), jos ja vain jos

1. 4 | a jokaiselle polun P solmulle Ta, ja

KZ A |~ B jokaiselle polun P solmulle E. /
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Kl'aulumenetelmén virheettémyys \

Olkoon @€ £ mik3 tahansa lause ja T juurisolmusta T@ (Eq)
muodostettu valmis semanttinen taulu.

Viite. Jos semanttisessa taulussa T on ei-ristiriitainen polku P, niin
A||Pja A4 |= @ (A [~ @) jokaiselle totuusjakelulle 4 C P joka tayttad
seuraavat vaatimukset kaikille atomisille lauseille A € P:

¢ jos TA esiintyy polulla P, niin A€ 4, ja
* jos EA esiintyy polulla P, niin A¢ 4.

Todistus. Olkoon P miké tahansa taulun T ei-ristiriitainen polku ja 4
totuusjakelu, joka tayttd3 edelld mainitut vaatimukset atomisille lauseille.

Polku P on valmis, koska taulu T on valmis.

Qodistetaan A4||P induktiolla polun P solmujen rakenteen suhteen. /
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/Perustapaus: TA€ P (EA€ P), missd A on ?:n atominen lause. \
Totuusjakelulle 4 asetettujen ehtojen perusteella 4 = A (4 [~ A).

Induktioaskel: Kdydidn lapi kaikki tapaukset T(a AB) € P,
E(aAB)eP, T(aVvB)eP, E(aVvB)eP, T(a—P)eP, ...

* E(a = B) €P, joloin TaeP jaEReP, koska P on valmis.
Induktio-oletuksella 4 |=a ja 4 i~ B.

Totuusmadritelmén perusteella télléin 4 [~ a — B.

e T(a — B) €P, jolloin Ea € P tai T € P, koska P on valmis.
Induktio-oletuksella 4 (= a jos Ea € P, tai 4 =3 jos TR € P.

Totuusmaaritelméan perusteella téllsin 4 = a — B.

¢ Muut tapaukset kisitelldan samaan tapaan.

\Koska A||Pja Tee P (E@e P), niin 4 =¢ (4}~ ¢). J

© 2003 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio

T-79.144 LTP / Syksy 2003 Lauselogiikka

/Esimerkki. Tarkastellaan joukkoon P = {A,B} perustuvan kielen £ \
lausetta (AV B) A (A — B) sekd seuraavaa valmista semanttista taulua:

E((AAB)A (A= B))

7N\

E(AAB) E(A—B)

/ \ |

EA EB T|A
EB

o Ei-ristiriitaisia polkuja on kolme Py, P, ja P; (vasemmalta oikealle).

» Sama totuusjakelu voi olla yhteensopiva usean ei-ristiriitaisen polun
kanssa. Esimerkiss3 totuusjakelulle 2; = 0 pitee 41||Py ja 41 ||P,.

* Yhteensopivia totuusjakeluja voi olla myds useita (41||P; ja 42| Pa,
\ missd Ay = {A}) tai niitd voi olla myos tismilleen yksi (A2||Ps). J
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Taulumenetelmin tdydellisyys

Olkoon @€ L miki tahansa lause ja T juurisolmusta T@ (Eq)
muodostettu (ei valttamatta valmis) semanttinen taulu.

Viite. Jos 4 = @ (A4 [~ @) jossain totuusjakelussa 4 C P, niin
semanttisessa taulussa T on ei-ristiriitainen polku P siten, ettd 4||P.

Todistus. Oletetaan A4 |= @ (A4 [~ @) jollekin totuusjakelulle 4 C P.
Kaytetddn induktiota semanttisen taulun T rakenteen suhteen (vrt.
semanttisen taulun induktiivinen maaritelma).

Perustapaus: taulu T koostuu ainoastaan juurisolmusta T@ (E¢).
Tallgin ainoa mahdollinen polku P juurisolmusta T@ (Eq) itseens3
toteuttaa vaatimuksen 4||P, koska T@ (E@) on polun ainoa solmu.

\

/
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Induktiocaskel: taulu T saadaan taulusta T’ soveltamalla taulusidint6s

\

T':n polun P solmuun Ty tai Ey (jollekin lauseelle y). Induktio-oletuksen

nojalla U:ssa polku P’ siten, ettd 4| P

Jos P# P, niin P/ myés taulun T polku.
Jos P= P, niin 4||P ja piddymme tapausanalyysiin:
s y=-0aja T(-a)€P:
= 4 = -a (koska 4||P) ja Ea lisdtddn P:n jatkoksi
= A4} a ja syntyvad T:n polku on yhteensopiva 4:n kanssa.

e y=-0a ja E(-a) eP:
= A4 —-a (koska 4||P) ja solmu Ta lisdtddn P:n jatkoksi.
= 4 =d ja syntyvd T:n polku on yhteensopiva 4:n kanssa.

* Muut tapaukset (vaihtoehdot lauseeksi y) kisitellddn vastaavasti.

\

/
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/

EdellZ osoitettu taulumenetelmin ominaisuus voidaan todeta
seuraavasta esimerkist3.

Esimerkki. Totuusjakelu 4 = {B} on yhteensopiva allaolevan
semanttisen taulun oikeanpuoleisen polun kanssa.

E((AVB) — A)
|
T(AVB)

EA

/N
TA B

Titen 4 (AVB) - A A=AVB, A% Aja 4=B.

\

© 2003 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio

T-79.144 LTP / Syksy 2003 Lauselogiikka

72

/4.4 Loogisten ongelmien ratkominen

taulumenetelmaialla

Lauseen toteutuvuuden tutkiminen

* Lause @€ L on toteutuva

<= J totuusjakelu AC Pse A 0@
<= juurisolmusta T muodostetussa valmiissa semanttisessa

taulussa on ainakin yksi ei-ristiriitainen polku P.

* Jokaisesta ei-ristiriitaisesta polusta P voidaan konstruoida lauseelle @

malleja 4 seuraavasti. Jos atomiselle lauseelle A € P pitee
— TA€P, niin Ac 4
— EA€P, nin A¢ 4

\ — TA¢ZP ja EA¢ P, niin voidaan valita joko A€ 4 tai A¢ 4. J
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Esimerkki. Tutkitaan lauseen AV B — A toteutuvuutta.

Ei-ristiriitaisista poluista voidaan muodostaa lauseelle mallit 4; = {},
2, = {A} ja 43 ={A,B}.

Huomio. Mallien lukum3ara voi kasvaa eksponentiaalisesti lauseen
pituuteen nihden (esim. lause (AqV B1) A...A (AnV Bp)), joten kaikkien
mallien yléskirjaaminen ei vilttamatta ole tilasyistd mielekdsta.

\ /
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Lausejoukon toteutuvuuden tutkimin€n

+ Adrellinen lausejoukko = = {@1,...,@} C L on toteutuva
<= lause @A--- Ay € L on toteutuva
<= juurisolmusta T (@A --- A@,) muodostetussa
valmiissa semanttisessa taulussa on ainakin
yksi ei-ristiriitainen polku P.
 Lausejoukolle voidaan konstruoida malleja samaan tapaan kuin

yksittdisen lauseen tapauksessa.

o Kaytdnndssd juurisolmu T (@A ---A@n) voidaan jattdd kirjoittamatta
nakyviin tilan sddstdmiseksi ja taulun juureen voidaan kirjata samalle
polulle solmut T@, ..., T@n.

\ /
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/Lauseen padtevyyden tutkimin€n \

© ke
<= —( on toteutumaton
<= juurisolmusta T—@ muodostettu valmis semanttinen
taulu on ristiriitainen
<= juurisolmusta E@ muodostettu valmis semanttinen
taulu on ristiriitainen.
Téaten taulumenetelmistd saadaan lauselogiikalle todistusmenetelma.
Ma&dritelmd. Taulu T on lauseen @ todistus, jos taulun T juurisolmuna on
E@ ja T on ristiriitainen (ja siten myds valmis).

Jos lauseella @ on todistus, @t sanotaan teoreemaksi/todistuvaksi

(merk. - @).
N /
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Esimerkki. Osoitetaan lause AAB — AV B teoreemaksi:

1. E(AAB— AVB)
I
2. T(AAB)L
I
3. E(AvB)*

I
4. TAZ

5 TB?%

6. EA3

|
7. EB*
X
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Todistusmenetelman virheettémyys ja tdydellisyys

Lauselogiikka

Todistusmenetelma M on

* virheetén, jos lauseen @ todistettavuudesta menetelmilld M (Fy @)
seuraa lauseen @ patevyys (= ¢).

* tdydellinen, jos lauseen @ patevyydestd (|= @) seuraa lauseen
todistettavuus menetelmilld M (Fy o)

Edelld m&aritelty semanttiseen tauluun perustuva todistusmenetelma on
virheetén ja tdydellinen, koska - @ <= = @.

Huomio. Semanttisiin tauluihin perustuva menetelm3 poikkeaa
melkoisesti klassisista todistusjarjestelmista, joissa patevit lauseet
tuotetaan syntaktisesti aksiomien ja pdattelysidntdjen avulla.

\ /
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Loogisen seuraavuuden tutkimin€n

*{o....miEoQ
S E@A AR Q
<= juurisolmusta E(@A--- A@y — @) muodostettu

valmis semanttinen taulu on ristiriitainen.

* Jos juurisolmusta E(@A--- A@y — @) muodostettuun valmiiseen
semanttiseen tauluun j33 ei-ristiriitaisia polkuja, niistd voidaan
konstruoida vastamalleja 4 siten, ettd 4 |={@1,...,0h} ja A £~ @

o Kaytdnndssd taulun juureen tulevat solmut E(@A---A@h — @) ja
T(@A---A@y) voidaan jattd3 kirjoittamatta nikyviin, ja taulu

aloitetaan totuusarvovaatimuksilla F@ ja T@,, ..., T, kirjattuina

samalle polulle. Tdm3a voidaan ndhda vastamallin spesifikaationa.

\ /
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Johdettavuus lausejoukosta

Lauselogiikka

Maédritelmd. Lause @ on johdettavissa darellisestd lausejoukosta
S={@,...,@n} (merkitddn ZF @), joss juurisolmusta E(@iA--- Ay — @)
muodostettu valmis semanttinen taulu on ristiriitainen.

Huomioita.
e IFtop= ZkEo0o

e Semanttisiin tauluihin perustuva todistusmenetelm3 on taten
virheetdn ja tiydellinen myds tutkittaessa lo08Ista seuraavuutta.

N /
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Loogisen ekvivalenssin tutkiminen

« Lauseet @ ja ) ovat loogisesti ekvivalentit
= Fooy
<= juurisolmusta E(@ <> y) muodostettu

valmis semanttinen taulu on ristiriitainen.

o Asrellisten lausejoukkojen X1 ja X loogisen ekvivalenssin toteaminen
edellyttdd mahdollisesti usean semanttisen taulun konstruointia:

1. Jokaiselle 01 € 21 tulee osoittaa 25 = 01.
2. Jokaiselle 02 € Z5 tulee osoittaa 21 = 0o.
Esimerkki. Totea lamppuesimerkiss3 laadittujen spesifikaatioiden

S={-P>-LP—(L+K)}jaZ={Lo>PPAL—-K,PAK—L}
vilinen ekvivalenssi kdyttimalld semanttista taulual J

\
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/Ohjeita semanttisten taulujen laadintaan:

\

\

* Taulun solmussa T@ (tai E@) olevan lauseen @ rakenne mé&irad, mitd
taulusdintéd kadytetdan: esim. implikaation @ = a — 3 késittely.
¢ Polun laajentaminen voidaan lopettaa ristiriidan ilmentymiseen.

* Solmujen hajoittamisjarjestykselld voi usein vaikuttaa taulun kokoon.
e Taulun koon kasvua kannattaa vilttdd esim. seuraavilla periaatteilla.
1. Hajoitetaan ensisijaisesti solmuja, jotka eivat haarauta taulua.

2. Hajoitetaan toissijaisesti jaljelle jddvid solmuja, joista syntyvit

totuusarvovaatimukset johtavat (vilittémaan) ristiriitaan.

3. Tidman jdlkeen hajoitetaan muita (taulua haarauttavia) solmuja.

¢ Kaikkia lauseita koskevat totuusarvovaatimukset eivat valttamatta

ole tarpeen ristiriidan aikaansaamiseen (edes tietylld polulla)!

/
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(e

semanttisessa taulussa:

\

simerkki. Tarkastellaan alla annettua polkua erdissd keskenerdisessid

|
5 TA

6. E(B—C)

|
7. T(AVB)

|
8. E(AAC)

* Solmun 6 késittely lienee paras vaihtoehto (taulu ei haaraudu).

* Solmu 8 olisi seuraavaksi paras vaihtoehto, koska syntyvistd poluista
toinen (jolle kirjataan solmu EA) on suoraan ristiriitainen.

e Solmun 7 kisittely haarauttaa taulun.

/
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Boolen funkticiden ja lauselogiikan yhteys

.5 Esimerkkeja

Mika tahansa Boolen funktio f: {0,1}" — {0,1} voidaan esittda
lauselogiikan lauseena:

e Arvoja O ja 1 vastaavat totuusarvot E ja T

 Boolen muuttuja a (jolla arvona 0 tai 1) esitetddn atomisena
lauseena A (jolla totuusarvo E tai T)

¢ Komplementti esitetddn negaation — avulla
e Tulo - ja summa + esitetddn konjunktion A ja disjunktion V avulla.

Esimerkki. Funktiolle f(a,b,c) = a-b+c saadaan niilli periaatteilla

\esitys (AA=B)VC.

/
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funktion f arvon laskeminen tietyilld muuttujien arvoilla vastaa lauseen @

/\lﬁite. Olkoon f boolen funktio ja lause @ sitd vastaava esitys:

totuusarvon laskentaa vastaavassa totuusjakelussa.

Esimerkki.

Jos a=0, b=0ja c=1, niin vastaava totuusjakelu on 2 = {C}.
Aikaisemmalle esimerkille f(0,0,1) =0-0+1=0-14+1=0+1=1]ja
vastaavasti 4 |= (AA—-B)VC.

Esimerkki.

Jos haluamme osoittaa, ettd kaksi Boolen
funktiota f ja f’ ovat samat, riittd3, ett3 to-
teamme lause-esitysten @ ja ¢f lo©gisen ekvi-

0 —

valenssin ((pz(p( = o). [
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/ E(-AA(BVC) + —(AV (-BA-C)))
—_— ~
T(-AA(BVC)) E(-AA(BVC))
1 1
E-(AV (-BA-C)) T-(AV (=BA-C))
I ]
TTA E(AvV (-BA-C))
|
T(BVC) EIA
1
EA E(-BA-C)
| pe ~
T(AV (-BA-C)) E-A E(BVC)
- ~ | I
TA T(-BA-C) TA EIB
I
% T-B x EC
I VN
TTC ETB ETC
EIB TB TC
EC X X
VRN
TB TC

& X X
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Esimerkki. Mallinnetaan yksinkertaistettua hissijarjestelmaa
lauselogiikalla:
©

T
oy

+ Ai: kerroksen i ovi on auki ja

Atomiset lauseet:

Ki: hissi on kerroksessa i,

missa i=1taii=2.

Kuvataan lauselogiikalla jarjestelmin sallitut tilat (eli haetaan
lausejoukko X, jonka mallit vastaavat sallittuja tiloja).

\
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,.

\

Jarjestelmille saadaan spesifikaatioksi lausejoukko

Tyhjilli lausejoukolla 0 on 2* = 16 mallia, kuten esimerkiksi \
A = {Kq,Kz,A1,A2}.

Tama vastaa jirjestelmin tilaa, jossa hissi on yhtdaikaa molemmissa
kerroksissa ja molemmat ovet ovat auki. Tdman pitédisi olla
mahdotonta, joten tarvitaan lisdd lauseita (rajoitteita).

Fyysisen maailman asettama rajoitus: —=Kj; V =Ky
(huomaa, ett3 edelld annettu A4 ei ole timan lauseen malli).

Emme kuitenkaan halua asettaa vaatimusta K; VK
(hissi voi olla matkalla kerrosten vilillg).

Oville asetettavat turvallisuusvaatimukset: Ay — Ky ja Ay — Ko.

2= {ﬁKl\/ =Ko, A1 = K1,A2 — Kz}.

T-79.144 LTP / Syksy 2003
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/

\

Etsitdin spesifikaation mallit semanttisen taulun avulla.

7. EA3

Taulun avoimista haaroista lausejoukolle 16ydetdan siis seuraavat mallit:
A =0, A ={K1}, A3 ={K1, A1}, Ay = {Kz} ja A5 = {Kz,Az}.

1. T(—‘K]_V—‘Kg)
2. T(Al — Kl)

3. T(A2 = Kyp)

L TKy3 7. EA;3

/
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Voimme myds osoittaa, 1. E=(ALAAY)
[

ettd hissin molemmat
R . 2 T(ﬁKl\/‘!KZ)
ovet eivat voi olla

|
yht3aikaisesti auki 3. T(A—Ky)

|
(turvallisuusominaisuus): 4. T(A2 = Kp)
|

5. T(ALAA) L
|

Z‘Z ﬁ(A]_/\Az). 6. TA,S.
. 1
|
7. TA>
~ ~
8.EA % 8.TKy 3
e ~
9.FA* 9.TKy*
e N
10.T-K; % 10.T-Ky2
[ [
11.EK; 11.EK»

K - -
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5 Vaihtoehtoisia todistusjdrjestelmid

¢ Hilbertin jarjestelm3
e Suppesin jirjestelma

o Jarjestelmien vilistd vertailua

© 2003 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio

89

90

T-79.144 LTP / Syksy 2003 Lauselogiikka

4 N

5.1 Hilbertin jarjestelma

Hilbertin jarjestelm3 perustuu seuraaviin aksiomiin ja paattelysiintéon:

Aksiomat:
l.a—=(B—a)
2. (a=B—=y)—>(@a=B) = (a—=y)
3. (+B——0) = ((-B—0a)—B)

Paattelysdanto:
a—pB a

B

(modus ponens)

N /
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o Ajatuksena on, ettd patevit lauseet pystytddn tuottamaan
syntaktisesti aksiomien instansseina (valisemalla a, B ja y sopivasti)
tai modus ponens -piattelysddntdd soveltamalla.

* Hilbertin jdrjestelmassd negaatio ja implikaatio ovat
peruskonnektiiveina.

Huomio. Muut lauselogiikan peruskonnektiivit ovat lausuttavissa

negaation ja implikaation avulla seuraavasti:
avVB=-—aVvpB=-a—B
AAB=-=(aAB)==(-aV-B)=-(a— -P) ja
aeB=(@—=BAPB—a)=-(la—p)—-(B—a))

N /
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Maédritelma. Olkoon Z joukko lauseita.

Todistus lausejoukosta 2 on jono lauseita a1, ...,0 siten, ettd kaikille
i €{1,...,n} pitee jokin seuraavista

e Qj €2,
* 0 on aksioman instanssi tai

* O on saatu modus ponensilla lauseista O, missd j <i ja
ok = (aj — aj), missd K < i.
Maéédritelmd. Lause O on teoreema/todistuva Hilbert-jirjestelmissd
(merk. Fy a), joss OFp O

Maédritelmd. Lause a on johdettavissa lausejoukosta X
Hilbert-jarjestelmalld (merk. Z -y o), joss on olemassa todistus
ai,...,0n lausejoukosta X siten, ettd o = .

\
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Esimerkki. Osoitetaan {A\B— (A—C)}FyuB—C.

1. A olettamus
2. B> (A—=C) olettamus
3. A= (B—=A) aksioma 1
4. B—A MP, 1, 3
5. B—»(A—C))—>((B—+A)—(B—C)) aksioma 2
6. B—~A)—(B—-C) MP, 2, 5
7. B=C MP, 4, 6
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Viite. Olkoon lausejono 01, ...,0, todistus lausejoukosta X Hilbertin
jarjestelmidssd. Talloin X |= q; kaikille i € {1,...,n}.

Todistus. Kdytetdan induktiota i:n suhteen.
¢ Perustapaus: i=1

1. 01 on instanssi jostain kolmesta aksiomasta
= |= a1 (voidaan osoittaa esim. semanttisilla tauluilla)
= T (|oogisen seurausrelaation ominaisuudet).

2. a, ez
— 3 |=ay (loogisen seurausrelaation ominaisuudet).
* Induktioaskel: i > 1

Tapaukset missé lausejonon jdsen 0O on jonkin aksioman instanssi
tai 0 € X kasitelldan kuten edella.

\

/
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* Induktioaskel jatkuu:
Jos aj saatiin modus ponensilla lauseista aj ja 0K = (0] — @),
missd j <i ja kK<, niin induktiohypoteesin nojalla saadaan X |= q;
jaZEaj—=a.
Oletetaan X [~ q;
=> I totuusjakelu 4 s.e. A=% ja 4 [~ q;
= Aaqj (koska ZE=0;j =0 = A4=0;—0q))
= X, ristiriita.
Siis Z = 0.

Hilbertin jarjestelm3 on virheeton ja tdydellinen.

Viite. Jos 2y a, niin Z = a (todistettiin edell3).
Jos Z = a, niin £y a (todistus sivuutetaan).

N /
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5.2 Suppesin jdrjestelma
Suppesin luonnollisen pdattelyn jirjestelmdssd ei ole aksiomia ja
paittelysddnndt ovat seuraavat:
MP (modus ponens): TT (modus tollendo tollens):
a—=pB a a—=B B
B -a
TP (modus tollendo ponens):  Vaihtosddnnét:
KV:
avp —a aAB
B BAa
DV:
avp
Bva

\ /
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Tuonti- ja eliminointisddnnot:

KNT: KT: DT: ET:
o a B o« a—>p B—oa
=0 anp avp Bva aep
KNE: KE: DE: EE:
—=a aAB ava a+B
a a B a a—p B—a

Huomio. Implikaation eliminointi tapahtuu paittelysdannsilla MP, TT

Ktai ES ja tuonti padttelysdannadillda ET ja HS (kts. myds seuraava kalvo)j
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DM 1: DM 2: DM 3: DM 4:
aAB ~(aAB) avp ~(a V)
—!(—\G\/—\B) —|GV—\B —!(—!G/\—\B) —|G/\—|B
HS: LB_)V DS a\/B a_)y B_>6
a—y
yVvo
ET (ehdollinen todistaminen): ES (epi3suora todistaminen):
[a]® -B—aA-0
: B
_ B
a—p

(1) Apuolettamus o merkitiin hakasuluilla perutuksi, kun johtopiitds o — B on tehty.J
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\ /Mééritelmé. Suppes-todistus lausejoukosta Z on jono lauseita \

01,...,0n, joihin liittyy apuolettamusten joukot Ho =0 ja Hy,...,Hy
siten, ettd kaikille i € {1,...,n} p3tee jokin seuraavista:

e HH=Hi_1jagje
e Hi=Hi-1U{a;} ja aj on vusi apuolettamus a; & Hi_1.

* Hj =Hj_1 ja aj on saatu jollain Suppes-jirjestelman
paidttelysidnnolld (paitsi ehdollisen todistamisen sdidnnélld) jonon
aikaisemmista lauseista aj (j < i), joille Hj C H;.

* Hi =Hi 1 ja aj = aj jollekin jonon aikaisemmalle lauseelle a;
(j <), jolle Hj C H;.

* Hi=Hi_1—{a;} ja ai =aj — 0j_1 on saatu ehdollisen todistamisen
sdanndlld viimeisimmastd apuolettamuksesta o (j <i) ja

\ edeltdvista lauseesta aj_1. J
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Maéaritelma.

Lauselogiikka

1. Lause O on johdettavissa Suppes-jdrjestelmalld lausejoukosta X
(merk. ZFsa), joss on olemassa Suppes-todistus Qy,...,0n
lausejoukosta Z siten, ettd ap =0a ja Hy = 0.

2. Lause o on teoreema/todistuva Suppes-jirjestelmissd (merk. Fsa),
joss OFsa

Huomio. Suppes-todistukselle asetettu lisiehto Hy = 0 edellyttds, ett3
kaikki apuolettamukset on peruttava johtopddtSksen tekoon mennessa.

Vidite. Suppesin jirjestelm3 on lauselogiikan virheet6n ja taydellinen
todistusmenetelmd (ZFsa <= Z=a).

\ /
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Esimerkki.

Osoitetaan {A,.B— (A—C)}FsB—C.

Lauselogiikka

1. A olettamus Hi=0
2. B—=(A—=C) olettamus H,=0
3. B apuolettamus Hs = {B}
4. A=C  MP, 3,2 Hy = {B}
5. c MP, 1, 4 Hs = {B}
6. B=C ET, 3,5 He=0

Kaytdnndssd apuolettamusten joukoista pidetdan kirjaa tekemill3
todistukseen sisennyksid, joloin Hi:t voidaan jattd3 pois todistuksesta.

\ /
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5.3 drjestelmien vertailua
Esimerkki. 1 E(Bl —C)
soitetaan vield ttisell
Osoi n vield semanttisella 2 TA

taululla, ettd B— C on |
johdettavissa lausejoukosta
{A,B— (A—C)}.

\
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1. Hilbertin jdrjestelmd
+ Minimalistinen koneisto teoreemien tuottamiseksi.
— Lauseet esitettdvd implikaation ja negaation avulla.
— Yksittdisten todistusten |6ytaminen voi olla vaikeaa.

— Hankala todeta milloin lause ei ole todistuva/johdettavissa.

2. Suppesin jdrjestelmad

+ Piittelysiintdjen laaja valikoima tukee erilaisten loogisten
padtelmien tekemistd ja todistusten l6ytamista.

+ Lauseissa voi esiintyd kaikkia peruskonnektiiveja.

— Hankala todeta milloin lause ei ole todistuva/johdettavissa.
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3. Semanttinen taulu

+ Lauseissa voi esiintyd kaikkia peruskonnektiiveja.

A

vastaesimerkki (eli vastamalli g).

+ Helppo toteuttaa tietokoneella.

— Semanttinen taulu ei ole tehokkain mahdollinen menetelma
lauselogiikan pdattelyongelmien ratkomiseen.

haarauttaa polun jonkin viittimin o suhteen (Ta ja Ea).

Harkiten kaytettyn3 tilld sddnnalld voi tiivistdd todistuksia.

\

+ Lauseiden syntaksi ohjaa pdattelysidnnon (taulusdidnnot) valintaa.

+ Mikali lause ei ole todistuva/johdettavissa saadaan konkreettinen

Huomio. Semanttisen taulun menetelmaa voidaan edelleen tehostaa

lisidamalld taulusdintojad. Esimerkkind mainittakoon ns. cut-sddntd, joka

\

/
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Esimerkki. Pahimmassa tapauksessa taulun koko voi kasvaa
eksponentiaalisesti atomisten lauseiden lukumaadrdan nihden.
1LT(AVB)
I
2.T(AV-B)
I
3.T(-AVB)
I
4T(-AV-B)
6.T-A3 6.7B% 6.TA 6.T-B2
VRN VRN I
7EA>  7T-A*  7T-B*  7T-A*  7T7-B*  7EB®
x | | | | X
8.EA" 8.EB" 8.EA" 8.EB"
X X X X

\
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Esimerkki. Cut-sddnndn avulla taulu j33 hieman pienemmaksi:

1T(AVB)
|
2.T(AV -B)
[
3.T(-AVB)
|
4T (-AV-B)
5.TA/ I 5.EA
PN PN
6.T-AS 6.TB> 6.TAL 6.TBL
[ VRN X VRN
7.EAE 7.T-A% 7.T-B* 7.TAZ 7.T-B%
x I I X [
8.EA" 8.EB" 8.EB"
X X X

Merkitys korostuisi, jos atomisten lauseitten maar3a lisattaisiin.
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Esimerkki. Semanttisella taululla pystytdan simuloimaan monia
Suppes-jirjestelmin pdattelysddntdja.

EC EC

T(A|—>B) T(A|—> B)

T(BLC) T(BLC)
) )

B EB
X / \ / \ X
EB TC EA B
X X X X

“Modus ponens” “Modus tollendo tollens”
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6 Normaalimuodot

¢ Konjunktiivinen ja disjunktiivinen normaalimuoto
¢ Muunnokset normaalimuotoihin

¢ Normaalimuotojen hakeminen taulumenetelmalla
¢ Normaalimuotojen sieventdminen

* Lauseiden klausuulimuoto

\

/
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Motivaatio

Normaalimuotojen tarkoituksena on saattaa kasiteltdvat lausekkeet
Jjohonkin sddnnélliseen muotoon, jotta niiden késittely yksinkertaistuu.
Esimerkkeind mainittakoon seuraavat.

e Polynomien esittiminen muodossa
X4 Cnog X g X0

¢ Lineaaristen yhtdléryhmien esittiminen matriiseina:

a;1 a2 a3 X1 b1
a1 ax az X | =1 b
az1 ax ags X3 bs

\
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6.1 Konjunktiivinen ja disjunktiivinen normaalimucto

Maéritelmd. Jos A on atominen lause, niin A ja —A ovat literaaleja.

Maidritelmd. Positiivisen literaalin A komplementti A= —A ja
negatiivisen literaalin =A komplementti =A = A.

Madritelmd. Lause O on konjunktiivisessa normaalimuodossa, jos O on
muodoltaan konjunktio B1 AB2A--- A Bn, missd jokainen B on
literaaleista I1,lo,...,In koostuva disjunktio 1 VI2V---Viny.

Disjunktiivinen normaalimuoto méaéritellddn samaan tapaan, mutta
konjunktion ja disjunktion roolit vaihdetaan keskendin:

Madritelmd. Lause O on disjunktiivisessa normaalimuodoSSé, jos A on
muodoltaan disjunktio 31V B2V -V Bn, missd jokainen Bi on literaaleista

I1,l2,....lm koostuva konjunktio 1 Alo A« Alpy.

/
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Lauselogiikka

Esimerkki.

KNM: (ALV =A) A (=ALV —Ag) A (AsV As V A7)
As A (A3 V Ag)

KNM & DNM: A1V —-AyV Az
—A7
ALANAANA3

DNM: (mALA=A) V (AgAAL) V (A A —=Ax AAg)
(AL A=A VA
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Viite. Jokaiselle lauselogiikan lauseelle o on olemassa konjunktiivisessa

(disjunktiivisessa) normaalimuodossa oleva lause 3, joka on loogisesti
ekvivalentti o1 kanssa.

Maézritelmd. Sanotaan, ettd em. 3 on a:n konjunktiivinen
(disjunktiivinen) normaalimuoto.

Esimerkki. AV (=BAC) on loogisesti ekvivalentti konjunktiivisessa
normaalimuodossa olevan lauseen (AV —B) A (AVC) kanssa.

1
@

-BAC | AV-B | AVC | AV(=BAC)
E T E

(AV-B)A(AVC)

- 4 A4 A mmmm|>
4 4 mm-A -4 mm|m

- m-Am-Am+-m|o

E
T
E
E
T
T
T
T

mm-AS 4 mm+- o
mm-Ammm+
4 A4 44 mm+
4 A4 4 4 4 m-m
4 A4 A4 4 mm+

\

\

/
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/6.2 Muunnokset normaalimuotoihin

Mikad hyvdns3 lauselogiikan lause voidaan muuttaa konjunktiiviseen tai
disjunktiiviseen normaalimuotoon seuraavalla menettelyll.

1. Poista konnektiivit <+ seuraavanlaisilla korvauksilla:
aep ~ (a=BAB—a) (1)

(mavB)A(=Bva) (1)

2. Poista konnektiivit — seuraavanlaisilla korvauksilla:

—avp  (2)

a<p ~

a—=>p ~

3. Siirrd negaatiot valittdmasti atomisten lauseiden eteen:

——a ~ 3)
S(@VB) ~ —an-B (4)
—(aAB) ~ -—av-B (5)

\

\
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Viimeinen vaihe riippuu tavoiteltavasta normaalimuodosta:

Lauselogiikka

4. (KNM) Siirrd A-konnektiivit VV-konnektiivien ulkopuolelle:
av(BAY) ~  (aVB)A(avy) (6)
@AB) VY ~  (avy)ABvy) (7)

(DNM) Siirrd V-konnektiivit A-konnektiivien ulkopuolelle:
(anB)v(any) (8)
(@Ay)V(BAY)  (9)

an(Bvy) ~
(aVB)AY ~

Huomio. Jokainen edelld annetuista muunnoksista siilyttds loCgIsen
ekvivalenssin, joten lopputuloksena saadaan lauseelle konjunktiivinen tai

disjunktiivinen normaalimuoto.

N /
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Esimerkki. Muutetaan lause AV B — (B <> C) konjunktiiviseen ja
disjunktiiviseen normaalimuotoon.
AVB— (B—»C)A(C—B) (1)
=(AVB)V((-BVC)A(-CVB)) (2)
(-AA-B)V ((-BVC)A(—CVB)) (4)

Konjunktiivinen normaalimuoto:

(=AV ((-BVC)A(-CVB)))A(-BV ((-BVC) A (—CVB))) )
((=AV (=BVC)) A (=AV (=CVB))) A (-BV ((-BVC) A (=CV B))) (6)
((=AV (=BVC)) A (-AV (-CVB))) A ((-BV (-BVC)) A (-BV (=CVB))) (6)
(—\A\/ —\B\/C) A (—iA\/ -CV B) A (—\B\/ —\B\/C) A (—\B\/ -CV B)

Disjunktiivinen normaalimuoto:
(=AA-B)V ((-BVC)A-C)V ((-BVC) AB) (8)
(-AA-B)V (-BA-C)V (CA-C)V(-BAB)V(CAB) (9)
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Normaalimuodon voi hakea myds taulumenetelmalla.

.3 Normaalimuotojen hakeminen taulumenetelmall

Lauseen o disjunktiivinen normaalimuoto saadaan juurisolmusta Ta
muodostetun valmiin semanttisen taulun ristiriidattomista poluista.

Esimerkki. T(AVB— (B&C

)
/ %(—)C)
B

E(AVB)
T
|

B TC EC

Vasemmanpuolisella polulla on vaatimukset EA ja EB, keskimmiiselld
TB ja TC ja oikeanpuolisella EB ja EC. Niistd saadaan lauseen
disjunktiiviseksi normaalimuodoksi (—AA—B)V (BAC)V (-BA =C).

\

\

N
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/Lauseelle o saadaan konjunktiivinen normaalimuoto lauseen —a
disjunktiivisesta normaalimuodosta sadntgjen (3)-(5) avulla.

Esimerkki. E(AVB— (B« C))

T(AVB)
E(B+ C)

TB EIB
TEXB T/X%B
X
Ristiriidattomista poluista saadaan DNM lauseelle —a:

—-a = (AABA-C)V (BA—-C)V (AA-BAC).
Lauseen o konjunktiivinen normaalimuoto on tallgin:

QE —-—a = (-AV -BVC) A (-BVC) A (-AVBV —C).
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6.4 Normaalimuotojen sieventaminen

Konjunktiivista/disjunktiivista normaalimuotoa voidaan sieventdd mm.
seuraavilla periaatteilla:

¢ Poistetaan literaalien disjunktioista/konjunktioista literaalien
moninkertaiset esiintymat.
Esimerkki.
(=AV-BVC)A(-=AV-CVB)A(=BV-BVC)A(=BV-CV B)
~» (=AV-BVC)A(-AV-CVB)A(-BVC)A(-BV—-CVB)

* Poistetaan literaalien disjunktiot/konjunktiot, joissa esiintyy jokin
literaali | ja sen komplementti [.

Esimerkki. Jatketaan edellisesta:
~» (=AV-BVC)A (-AV—-CVB)A (-BVC)

\

~

/
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« Jos konjunktiivis€ssa normaalimuodossa esiintyy disjunktiot
(v Vi) ja (kv Vkm) see. {I1,-.In} € {ke,. .., Km},
poistetaan jilkimmainen (joka on edellisen looginen seuraus).
Esimerkki. (AVBVC)A(AVB)A(CV—-BVA)A(AVC)
~» (AVB)A(CV—!BVA)/\(AVC)

« Jos konjunktiivis€ssa normaalimuodossa esiintyy yksiliteraalinen
disjunktio |, poistetaan muut disjunktiot, joissa | esiintyy, seki
mahdolliset komplementin | esiintymat muista disjunktioista.
Esimerkki. ~AA(AVBVC)A(-AV-B) ~ =AA(BVC)
Huomio. Jos disjunktiosta poistetaan kaikki jdsenet, jiljelle j43
tyhja disjunktio L, joka on aina ep3tosi.

Esimerkki. AABA (-AV —-B) ~» AABA-B~» AABAL ~» L

(alkuperdinen lause on siis toteutumaton).

~

/
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6.5 Lauseiden klausuulimuoto

e Atomiset lauseet A ja niiden negaatiot —A ovat literaaleja.
« Literaalin komplementti: A= —-A, —A=A
e Literaalien I1,...,l disjunktio I3V -+ VI, on klausuuli.
o Klausuulit esitetdsn usein literaalien joukoina {l1,...,In}.
o Joukko klausuuleita S edustaa klausuuliensa konjunktiota.
Huomio. Esitystavoilla on hienoiset erot:
~AVBV A ~ {-A B}

-AVB ~» {-A B}
BV-A ~ {—!A,B}

\ /
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Konjunktiivisesta normaalimuodosta voidaan muodostaa vastaava
klausuulijoukko.

A

Esimerkki. Konjunktiivista normaalimuotoa (AV —B) A (—CV —-AV D)
vastaava klausuulijoukko on {{A,-B},{-A,-C,D}}

Huomaa seuraavat erikoistapaukset:

e Tyhji klausuuli O edustaa tyhja3 disjunktiota
(ja on siten aina epétosi).

e Tyhji klausuulijoukko O edustaa tyhjd3 konjunktiota
(ja on siten aina tosi).

Huomio. Muistanet seuraavan analogian matematiikasta
(tyhjat summat ja tulot): YLy =0ja [JLy% =1 kun n=0.

\ /
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7 Resoluutio

e Totuusmiiritelma ja toteutuvuus klausuuleille
* Resoluutiosddnté

* Resoluutiotodistukset

* Resoluution virheettémyys ja tdydellisyys

* Loogisten ongelmien ratkominen resoluutiolla

\
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7.1 Totuusmdritelm3 ja toteutuvuus klausuuleille
Klausuulien tapauksessa totuusmaaritelma3 voidaan kirjoittaa varsin
yksinkertaiseen muotoon.
Maéritelma.

1. Totuusjakelun A C P literaaliesitys Lit(A) = AU {-A|A€ P — 4}.

2. Klausuuli C on tosi totuusjakelussa 4 C P (merk. 4 =C), joss
CnlLit(4) # 0.

3. Klausuulijoukko Son tosi totuusjakelussa 4 (merk. 4 = S), joss
kaikille klausuuleille C € S pitee 4 |=C.

4. Totuusjakelu 4 C 2 on klausuulijoukon S malli, joss A = S.

/
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Esimerkki. Tarkastellaan atomisten lauseiden joukkoon
P ={A,B,C,D,E} perustuvia klausuuleita.

Olkoon 4 = {A}, jolloin Lit(2) = {A, —B,~C,—D,~E}.

Lauselogiikka

Nyt esimerkiksi

': {{A’Ca E}’{_‘A’_'B}}
)

= {{AB},{C}}
': {_‘A’ B’_'D}
¥ {-AD}

£ O

MW oMW oW oW oW oM™

\ /
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Maaritelmd. Klausuulijoukko Son toteutuva joss Slld on ainakin yksi

Lauselogiikka

malli 4 C P. Muuten Son toteutumaton.

Esimerkki. Klausuulijoukot {{A,C,E},{-A,-B}} ja 0 ovat toteutuvia,
koska esimerkiksi 4 = {A} on ndiden molempien malli.

Esimerkki. Klausuulijoukot {{A},{—A}} ja {O} ovat toteutumattomia,
koska molemmista klausuulijoukoista 16ytyy klausuulit C; ja Cs siten,
ettd CiN{A} =0ja C;N{-A} =0.

Huomaa, ettd edelld {A} = Lit({A}) ja {-A} = Lit(0) kattavat kaikki
mahdolliset totuusjakelut 4 C P = {A}.

\ /
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(e

seuraavaa toteutumatonta klausuulijoukkoa S=

{{Pu,V1, S}, {=P1, Wi}, {-V1,=S1}, {=S1,-P1},
{P2,V2, S}, {-P2,~V2}, {-V2, =S}, { S, P2},
{P3,V3, S}, {—P3, s}, {-V5,=Sg}, {—Sg, s},
{Pa,Va, S}, {—Pa,Va}, {-Va, =S}, {-S,-Pa},
{=P1, =P}, {-V1,~V2}, {=S1,-S},
{=P,=P3}, {=V1,-Va}, {=S1,-S3},
{=P1,—Pa}, {-V1,~Va}, {=S1,-&},
{=P2,=P3}, {=V2,-Va}, {-S,-S3},

{=P2, =Pa}, {-Vo, " Vu}, {-S, -S4},
{=P3, =P}, {-V3,~Va}, {-Ss,—~%} }.

N /
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/7.2 Resoluutiosdantd \

M3iritelma. Olkoot Cy = {l,l1,...,In} ja Co = {I,11,...,Il} klausuuleja.
Klausuuli C = (C1UCp) — {I,1} = {I1,...,In,11,..., 11} on klausuulien C;
ja Cy yhdistelma.

Esimerkki. Sovelletaan resoluutiosdantoa seuraaviin klausuuleihin:

{A,B,—C} {-A,D,-C}

~N 7

{B,—C,D}
S&3ntd3 on sovellettu literaalien A ja —A suhteen. Klausuulit ovat
joukkoja, joten —C esiintyy yhdistelmissd {B,—~C,D} vain kertaalleen.

N /
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Huomio. Resoluutiosddntda saa soveltaa korkeintaan yhden literaaliparin

Lauselogiikka

(I ja 1) suhteen kerrallaan.
Esimerkki. Tarkastellaan klausuulijoukkoa S= {{A,—-B},{—A,B}}.

* Klausuuljoukosta voidaan johtaa resoluutiosddnnélld klausuulit
{A,—A} (literaali | = B) ja {B,—B} (literaali | = A).

* Edelleen ndistd ja joukon Sklausuuleista voidaan johtaa
resoluutiosddnndlld ainoastaan Sidin kuuluvia klausuuleita.

* Missddn tapauksessa Sstd ei saada resoluutiosddnnélla tyhjaa
klausuulia O (tdm3 tarkoittaisi, ettd Son toteutumaton).

* Huomaa, ettd Son toteutuva (4 = S) totuusjakelussa 4 = {A,B}.

\ /
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7.3 Resoluutiotodistukset

Lauselogiikka

Lihtokohtana klausuulijoukko S, jonka klausuuleihin sovelletaan
resoluutiosddntda.

Maaritelmd. Klausuulin C johto klausuulijoukosta S on darellinen jono
klausuuleja Cq,...,Cy, missd C, =C ja jokaiselle C; joko Cj € Stai Cj on
joidenkin aikaisempien klausuulien yhdistelma.

Maédritelmd. Jos klausuulijoukosta Svoidaan johtaa tyhja klausuuli O,
kyseistd johtoa kutsutaan Sin hylkaykseksi (refutaatioksi).

Ajatuksena on, ettd tilléin S joudutaan hylkidmain toteutuvana
klausuulijoukkona.

\ /
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/

Esimerkki. Tarkastellaan klausuulijoukkoa
S= {{A, B},{“A,C},{_!B,C},{_!C}},
jolle saadaan seuraava hylkays:

{AB} S
{-AC} S
{-B,C} S
{-c} s
{(8,C} 1,2
{cy 3,5
O 4,6

N o o s~ hp o=

\
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/Resoluutiotodistuksen puuesitys

Edelld esitetty hylkdys voidaan kirjoittaa my6s puumuotoon.

{A B} {-A,C}

N S

{-B,C} {B,C}

NS
{C} {-C}
N/

Huomio. Lehtisolmuina on ainoastaan klausuulijoukon S klauusuleja ja
vastaava lineaarinen hylkdys voidaan tuottaa kdymalld puumuotoinen

\todistus syvyysjarjestyksessd lavitse.

/

© 2003 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio



A

A

T-79.144 LTP / Syksy 2003 Lauselogiikka

Esimerkki. Klausuulijoukolle

S={ {AB,-C,-D},{-AE},{-B,-F},
{C’E}"{DaﬁF}’{ﬁE}’{F} }

saadaan seuraava hylkdys:

1. {AB-C,-D} S

8. {D,-F} S
2. {-AE} s

9. {E,-F} 78
3. {E,B,-C,-D} 12

10. {-E} S
4. {-B,—F} s

11. {-F} 910
5. {E,-F,-C,-D} 34

12. {F} s
6. {C,E} s

13. O 11, 12
7. {E,-F,-D} 5,6

\
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\

7.4 Resoluution virheettémyys ja tdydellisyys

Viite. Jos klausuulijoukolla Son malli 2 C P ja C on kahden klausuulin
Cy € Sja Cp € Syhdistelm3, niin 4 on myés klausuulijoukon S = SU{C}
malli.

Todistus. Oletetaan A4 [~ SU{C}.

= AfC
= CnLit(2)=0
= CiNLit(4) =0 tai C;NLit(4) =0
= AFCitai AFEC
= A4 £S ristiriita.
is 4 = SU{C}.

Ci
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/

\

Viite. Jos klausuulijoukolle Son hylkdys, niin Son toteutumaton.

Todistus. Oletetaan, ettd klausuulijoukolle Son hylkdys Cy,---,C,,, missa
C, = 0. Tehd3an vastaoletus, ettd Son toteutuva.

Osoitetaan induktiolla i:n suhteen, ettd SU{Cy,...,Ci} on toteutuva.
Perustapaus i = 0: Son toteutuva (vastaoletus).

Induktioaskel: Klausuulijoukko SU{C4,...,Ci_1} on toteutuva
induktiohypoteesin nojalla. Hylkdyksen klausuuli C; on saatu
resoluutiosddnndlld tdmén joukon kahdesta klausuulista. Siten myds
SU{Cxy,...,Ci} on toteutuva edelld todistamamme véitteen nojalla.

Induktiotodistuksesta seuraa, ettd myés SU{Cq,...,Cn} on toteutuva.

Ristiriita, koska C, = O on epétosi kaikissa totuusjakeluissa.

~

/
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pu

%

/Puukonstruktio tdydellisyystodistusta varten
klausuulijoukko, jolle muodostetaan binddripuu seuraavilla periaatteilla.
syvyydelld 0) ja Ls niiden literaalien joukko, jotka ovat juurisolmusta
solmuun s johtavilla kaarilla.
Jos C={I'|1 €C} C Lg jollekin klausuulille C € S (eli 4 }~ C kaikille

totuusjakeluille 4 s.e. Ls C Lit(4)), merkitddn C solmuun s ja lopetetaan

1.

~

koon S atomisten lauseiden joukkoon P = {A,...,An} perustuva

koon s syvyydelld i (0 <i< n) oleva puun solmu (juurisolmu on

un laajentaminen tdstd solmusta eteenpdin. Muutoin:

Jos i < n, merkitddn solmulle s vasen lapsi S, ja oikea lapsi & seka
merkitd3dn ndihin solmusta s johtaville kaarille literaalit A ja —A.
Jatketaan puun laajentamista solmuista S, ja S vastaavasti.

Jos i = n, lopetetaan puun laajentaminen solmusta s eteenpiin. J
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/Esimerkké. Konstruoidaan edelld kuvattu bind&ripuu klausuulijoukolle \
S= {{A}z{BaC}'/{—‘A?—‘B}a{_‘Aa —C}}

{_‘A’ _‘C}

{B,C}

Huomio. Kuhunkin lehtisolmuun s merkitty klausuuli C on epétosi

Ktotuusjakeluissa A4, joille Ls C Lit(4). /
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\

/Véite. Jos Son toteutumaton, niin bindaripuun jokainen polku paattyy
solmuun s, johon on merkitty klausuuli C € Ss.e. C C L.

Todistus. Vastaoletus: edelld kuvatulla tavalla muodostetussa
biniaripuussa on solmu s tasolla n siten, ettd C & Ls kaikille C€ S
= Lg=Lit(A4) jollekin A C P ja CNLs# 0 kaikile Ce S

= A4 }=C kaikille C € S eli Son toteutuva, ristiriita.

Vidite. Jos klausuulijoukko S on toteutumaton, sille on hylkays.

Todistus. Olkoon S toteutumaton, jolloin binddripuun lehtisolmuina on
Sin klausuulit. Kdyddan |3pi sisdsolmut s (kddnteisess3 jdrjestyksessd).

Merkitddn solmuun s klausuuliksi lapsisolmuihin merkittyjen klausuulien
Cy ja Co yhdistelmi C, jolle pitee C C Lg (C, C Lg, ja Co CLg,). Témi
ominaisuus siirtyy kaikille sisdsolmujen s klausuuleille C.

Juurisolmun s tapauksessa Ls=0, joten C=0ja C=0. /

\
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/Esimerkki. Palataan edelliseen esimerkkiin ja muodostetaan ko.
klausuulijoukolle S hylkays:

O
A -A

. {ﬂA}/B\{A}
N

{-A,—-C} {B,C}

Huomio. T3st3 on helppo todeta edell3 esitetty ominaisuus, ett3

QJkaiseen solmuun s merkitylle klausuulille C pitee C C L.

~

/
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/

Toteutuvuuden tutkiminen resoluutiolla

e Menettely: muunnetaan tutkittava lause a konjunktiiviseen
normaalimuotoon ja edelleen klausuulijoukoksi .

e T3lldin S on toteutumaton
<= lauseen o KNM on toteutumaton
<= 0 on toteutumaton.

* Sen sijaan mallien hakeminen resoluutiolla on hankalaa.

Lausejoukkojen toteutuvuutta tutkitaan samaan tyyliin.

* T3lléin S on toteutumaton <= X on toteutumaton.

\

7.5 Loogisten ongelmien ratkominen resoluutiolla \

* Menettely: muodostetaan klausuulijoukko S = U{S | 0 € Z}.

/
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Esimerkki. Osoitetaan karttaesimerkin klausuulijoukko
toteutumattomaksi resoluutiolla.
1. {Py, Vs, S} 10. {~V3,~V4}
2. {83, -} 1. { P4, S, -V} (1,10)
3. {Pa,Va, —S3} (1,2) 12. {P5,S3,Ps, St} (4,11)
4. {P3,V3, S} 13. {-S, %}
5. {Ps3,V3,P3,Va} (3,4) 14. {P3, S, Py, S} (12,13)
6. {—Vo,—Va} 15. {-S,-Ss}
7. {P3,V3,P4,-V2} (5,6) 16. {Ps,Ps,~S} (14,15)
8. {-V2,—Va} 17. {P,V2, S}
9. {P3,Ps,~V2} (7,8) 18. {Py,P3,P4,V2} (16,17)

\
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d

19. {P>,Ps,P4} (9,18)

20. {—=P,—P} 50. {-Vi} (symmetria)
2. { P3,Py,=P1} (19,20)
22, {=Py,—P3} 75.  {=S1} (symmetria)
23. {Ps,—P1} (21,22) 76.  {PLV1,Si}
24, {~Py, Py} 77. {1, S} (25,76)
25. {-Py} (23,24) 78.  {S1} (50,77)

79. O (75,78)

* Edelld olevan todistuksen hakemisessa (askelet 1-25) on
hyédynnetty tdydellisyystodistuksen puukonstruktiota.

 Lyhyempiskin todistuksia 16ydettivissa (OTTER: 49 askelta).

\
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Pitevyyden tutkiminen resoluutiolla

Viite. |= o <= —a on toteutumaton.

¢ Menettely: muunnetaan tutkittavan lauseen negaatio -
konjunktiiviseen normaalimuotoon ja edelleen klausuulijoukoksi S q.

» T3alléin S.q on toteutumaton
<= lauseen =0 KNM on toteutumaton
<= -0 on toteutumaton
<= 0 on pdteva.

N /
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Esimerkki. Onko (A— B)A (—-A— C) — BVC piteva?
Lauseen negaation KNM on (-=AVB)A (AVC)A-BA-C.
Klausuulijoukko S= {{-A, B},{A,C},{-B},{—C}}.

Resoluutiotodistus (hylkdys): 1. {-A/B} S
2. {AC} s
3. {-B} S
4. {-C} S
5. {BC} 1
6. {C} 3,
7. O 4

Lause on siis pateva.

N /
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\ / \ Esimerkki. Palataan hissiesimerkin spesifikaatioon ja osoitetaan ko. \
turvallisuusominaisuus resoluutiolla:
Loogisen seuraavuuden tutkiminen resoluutiolla lause KNM klausuuleina
=K1V =Ky -K1V-Ko 1. {—!Kl,—!Kz}
Viite. 2 =a <= ZU{-0} on toteutumaton.
AL — Kq -A1V Ky 2. {-A1, K1}
. Menettelly: muutet.aan lausejoukon Z“U{—mx}.lauseet konjunktiiviseen Ao — Ko AV Ky 3. {~Ag, K}
normaalimuotoon ja edelleen klausulijoukoksi Syyj-q3-
—(AAA) ALAA 4. {A1}, 5. {A2}
. TaII0|T1 Suf-a} On toteutum.aton . Hylkays: 6. {Ki} 2.4
<= joukon ZU{-a} lauseiden KMN:en joukko on toteutumaton
<= lausejoukko ZU{—a} on toteutumaton 7. {Ke} 3,5
<= 0 on lausejoukon X looginen seuraus. 8. {-Kz} L6
9. O 7,8
K / \=> =(A1 AAz) on muiden lauseiden looginen seuraus. J
© 2003 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio © 2003 TKK / Tietojenkisittelyteorian laboratorio
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A
/

Esimerkki. Onko {-A— B,BVC — =B} = A?
lause KNM klausuuleina
-A -A {-A}
-A—»B  AVB {A B} 8 Laskennallisesta vaativuudesta
BvC— —-B (ﬁBVﬂB)/\(—!CVﬁB) {ﬂB},{—!B,—'C}
* Laskennan malli
1. {-A} S
Saadaan klausuulijoukko S= * Keskeiset vaativuusluokat
2. {AB} S
{{-A},{AB},{-B},{-B,~C}}. 3. {-B-C} S * Redusoituvuus ja vaikeat ongelmat
4. {—!B} S
Vastaus: lause A on
5. {B} 1,2
lausejoukon looginen seuraus.
6. O 4,5

\ / \ /
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8.1 Laskennan malli

Lauselogiikka

Oletamme jatkossa, ettd laskennan mallina ovat Turing-koneet.

Maéaritelma.
Deterministinen Turing-kone T on nelikké (A, S so,t), missa

A on aakkosto, johon kuuluu aina erikoissymboli U (tyhjd symboli).

¢ Son joukko tiloja, johon kuuluu aina annettu alkutila So € S seka
erikoistilat k (kylld), e (ei) ja p (pysdhdy).

* t:SXA— SxAX{+,—,|} on tilansiirtofunktio.

Huomio. Tyhj33 merkkijonoa merkitddn symbolilla €.

\ /
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/Mﬁiiritelmﬁ. Turing-koneen T kokonaistilan miira3 konfiguraatio \
(s,V,W), missi S€ Son T:n tila ja ve A* ja we A" ovat merkkijonoja. T
kdsittelee aina w:n ensimmadistd merkkia.

o Laskenta alkaa konfiguraatiosta (Sp,€,w), missd merkkijono
we (A—{U})* tai w=L (T:n sydte).

* Yhdessd laskennan askeleessa siirrytddn konfiguraatiosta (s,v, aw)
tilansiirtofunktion t arvon t(s,a) = (§,a,m) perusteella uuteen
konfiguraatioon seuraavasti:

1. Jos m=|, uusi konfiguraatio on (3,v,aw).
2. Jos m=—», uusi konfiguraatio on (S,va,w'), missd W =w, jos
W#E, jaw =LJ, jos W=¢.
3. Jos M=« ja v=Vb joillekin V € A* ja b € A, uusi konfiguraatio
n (,V,ba'w).

K. Laskenta paittyy, jos S € {k, e p}. /
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Maéritelmd. Turing-koneen T laskenta on sekvenssi konfiguraatioita
(S0, Vo, Wo) SLIGLIN (Sn—1,Vn—1,Wn_1) missd S,_1 € {k,e,p}. Laskenta
on hyviksyva, jos s,_1 =k

Esimerkki. Olkoon A= {0,1,U} ja S= {s0,51,k, € p}. Bindariluvun
pariteetti voidaan tarkastaa seuraavalla Turing-koneella T:

S| A|SxAx{= .} Syétteelld 101 T suorittaa
S| 0] (s0,0,—) seuraavan laskennan:
0|1 <51 —) (s0,€,101)

T

Ty (s1,10,1)
s |0 (31 0, —>) ? (s1,10,
101,

15 (k, 101, L1).

S (& )

N /
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» Tilansiirtofunktio t korvataan tilansiirtorelaatiolla
t:Sx A— 25Ax{e )

 Konfiguraatiossa (s,v,aw) valitaan epddeterministisesti
(s,a,m) € t(s,a) ja siirrytddn timin perusteella uuteen
konfiguraatioon. Mahdollisia laskentoja voi olla useita.
Esimerkki. Olkoon A= {0,1,1} ja S= {s0,k, €, p}. M&aritellddn
epddeterministinen Turing-kone seuraavasti:

S ‘ A ‘ 2SXAx {=, =1}
s | U [ {(s0,0.2),(50,1,=), (., 1)}

Yksi mahdollinen laskenta: (sp, 8 Uy —
L5 (50,10,L) 15 (50,101, L1)

\

T (s0,1,L0)
(p,101,L1).

/Epécieterministiset Turing-koneet \
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/Mééritelmé. Turing-kone T hyvaksyy kielen L C (A—{L})*, jos kaikille\
merkkijonoille x € (A—{L1})* patee: T:lld on ainakin yksi hyviksyva
laskenta syotteelld X <= x€ L.

Turing-koneiden kdytté pddtésongelmien ratkaisemis€en

P3itésongelman O instanssin ratkaisuna on joko vastaus "kylld"” tai “ei".

P3ditésongelman O ratkaiseminen Turing-koneella edellyttia
ongelmainstanssien esittdmistd merkkijonoina ja Turing-koneen T
konstruointia siten, ettd T hyviksyy “kylld"-instansseja vastaavan kielen.

Esimerkki. Lauselogiikan toteutuvuusongelmassa SAT :ssa on
tarkoituksena selvittdd, onko annettu lause @ € L toteutuva vai ei.

SAT-ongelmaa vastaava kieli (“kyll3"-instanssien joukko) on siis

Ktoteutuvien lauseiden @ joukko (lauseet merkkijonoesityksind). /
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/8.2 Keskeiset vaativuusluokat \

* Erilaisten ongelmien laskennallista vaativuutta voidaan analysoida
asettamalla Turing-koneen laskentaresursseille rajoituksia.
Keskeinen rajoitus: Turing-kone T pysdhtyy polynomisessa ajassa
syotteen pituuden suhteen <= on olemassa polynomi p siten, etta
kaikilla syotteilld we (A—{U})* koneen T laskenta kisittda
korkeintaan p(|w|) erilaista konfiguraatiota.

e Kaksi keskeistd ongelmien luokkaa ovat

1. P: ongelmat, jotka voidaan ratkaista polynomisessa ajassa
deterministiselld Turing-koneella.

2. NP: ongelmat, jotka voidaan ratkaista polynomisessa ajassa
epadeterministiselld Turing-konella.

K. Luokka P on luokan NP aliluokka (ja mitd ilmeisimmin aito). /
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Viite. SAT kuuluu luokkaan NP.

Lauselogiikka

Todistuksen idea:

Voidaan konstruoida epddeterministinen Turing-kone T, joka
* valitsee epddeterministisesti totuusjakelun 4,
* laskee sy6tteend @ annetun lauseen totuusarvon 4:ssa ja
¢ pysihtyy tilaan k, jos 4 = @, ja muutoin tilaan e.

Tarvittava laskenta pystytddn suorittamaan polynomisessa ajassa lauseen
@ merkkijonoesityksen pituuden suhteen.

Voidaan osoittaa, ettd @€ SAT <= koneella T on ainakin yksi
hyviksyvé laskenta syotteelld @.

N /
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8.3 Redusoituvuus ja vaikeat ongelmat

Lauselogiikka

Maédritelmd. Ongelma O on C-vaikea, jos kaikki luokan C ongelmat
voidaan redusoida O:ksi polynomisessa ajassa.

Ongelman Oy redusoituvuus ongelmaksi Oy edellyttdi, ettd l6ytyy i:n
pituuden suhteen polynomisessa ajassa (deterministiselld Turing-koneella)
laskettava funktio f : O — Oy siten, ettd i € O <= f(i) € O2.

Maéritelmd. Ongelma O on C-tidydellinen, jos O kuuluu luokkaan C ja
O on C-vaikea.

—> C-tdydelliset ongelmat ovat vaativimpia luokan C ongelmia.

Viite. SAT on NP-vaikea (Cook, 1971).

= SAT on NP-tdydellinen ongelma.

N /
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Todistuksen idea: Jokaiselle epddeterministiselle Turing-koneelle T,
merkkijonolle w e (A— {LU})* ja polynomille p I6ytyy lausejoukko Z s.e.

¢ koneella T on syétteelld w ainakin yksi hyviksyva laskenta, jonka
pituus on pienempi kuin p(Jw|) <= lausejoukko Z on toteutuva.

Huomioita.

e Niin ollen epddeterministisen Turing-koneen suorittama
polynominen laskenta voidaan palauttaa polynomisessa ajassa

SAT-ongelman ratkaisemiseen.

* Nykykdsitysten mukaisesti SAT-ongelman ratkaiseminen
deterministiselld Turing-koneella vaatii pahimmassa tapauksessa
eksponentiaalisen ajan lauseen pituuteen n3hden.

¢ Tehokas algoritmi: Davis-Putnam [1960]

\

\

/
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