3.8 Sddnndllisten kielten rajoituksista

Kardinaliteettisyistd on oltava olemassa (pal-
jon) ei-saannollisia kielia: kielid on ylinumeroi-
tuva madrd, sadnndllisia lausekkeita vain nu-
meroituvasti.

Voidaanko lI6ytda konkreettinen, mielenkiintoi-
nen esimerkki kielestd, joka ei olisi saanndlli-
nen? Helposti.

Saanndllisten kielten perusrajoitus: darellisilla
automaateilla on vain rajallinen “muisti”. Siten
ne eivdt pysty ratkaisemaan ongelmia, joissa
vaaditaan mielivaltaisen suurten lukujen tark-
kaa muistamista.

Esimerkki: sulkulausekekieli

Lmatch = {(k)k | k> 0}.

Formalisointi: “pumppauslemma’.

O DO

Olkoon u M:n kdsittelemd z:n alkuosa sen tul-
lessa ensimmadisen kerran tilaan ¢, v se o0sa
z:std jonka M kdsittelee ennen ensimmadista
paluutaan ¢:hun, ja w loput z:std. Talldin on
luv| < m, |v] > 1, ja w'w € A kaikilla i =
0,1,2,...

Lemma 2.6 (Pumppauslemma) Olkoon A
sdadnndllinen kieli. T&lléin on olemassa sellai-
nen n > 1, ettd mikd tahansa z € A, |z| > n,
voidaan jakaa osiin z = wvw siten, ettd |uv| < n,
lv| > 1, ja uviw € A Kaikilla i =0,1,2,...

Todistus. Olkoon M jokin A:n tunnistava de-
terministinen darellinen automaatti, ja olkoon
n M:n tilojen mdard. Tarkastellaan M:n lapi-
kdymid tiloja sybtteelld z € A, |z| > n. Koska
M jokaisella z:n merkilld siirtyy tilasta toiseen,
sen tdytyy kulkea jonkin tilan kautta (ainakin)
kaksi kertaa — itse asiassa jo z:n n:n ensim-
mdisen merkin aikana. Olkoon ¢ ensimmadinen
toistettu tila.

O DO

O DO

EsimerkKi. Tarkastellaan em. sulkulausekekiel-
tda (merk. ‘(" =a, ')’ = b):

L = Lmatch = {akbk | k> 0}.

Oletetaan, ettd L olisi saanndllinen. Talldin pi-
tdisi pumppauslemman mukaan olla jokin n >
1, jota pitempid L:n merkkijonoja voidaan pum-
pata. Valitaan z = a™b", jolloin |z| = 2n > n.
Lemman mukaan z voidaan jakaa pumpatta-
vaksi osiin z = ww, |uw| < n, |v| > 1; siis on
oltava

u=a" v=0a), w=a" tDp" i<n-1,;>

Mutta esimerkiksi “O-kertaisesti’ pumpattaes-
sa:

wvOw = alq" Dy = gn—ipn Z L.

Siten L ei voi olla saanndllinen.



3. KIELIOPIT JA MERKKIJONOJEN TUOT-

TAMINEN

Pumppauslemma = Kieli

Lmatech = {(k)k | k> 0}

ei ole saanndllinen.

Kielelld on toisaalta yksinkertainen rekursiivi-
nen kuvaus. Merkitdan S = “mielivaltainen ta-
sapainoinen sulkumerkkijono; talldéin S on ta-
sapainoinen sulkumerkkijono, jos

(i) S =¢ tai
(ii) S on muotoa (S’), missd S’ on tasapainoi-
nen sulkumerkkijono.

Yhteydetdn kielioppi = muunnossysteemi, jos-
sa kuvattavat merkkijonot tuotetaan korvaa-
malla erityisia muuttuja- t. vdlikesymboleita an-
nettujen saantdjen mukaan yksi kerrallaan, sym-
bolia ympadrdivan merkkijonon rakenteesta riip-
pumatta.

Toinen esimerkki: kielioppi C-tyyppisen ohjel-
mointikielen aritmeettisille lausekkeille (yksin-
kertaistettu).

E » T | E4T
T - F | TxF
F = a | (BE).

Esimerkiksi lausekkeen (a4 a) *xa tuottaminen:

T = T=xF = FxF

=

= (E)+F = (E+T)*F = (Z+T)x}
= (E+T)*F = (a+T)*F = (a+F)xF
=

(a4+a)*F = (a+a)*a.

Toinen kuvaustapa: seuraavat muunnossdan-
not tuottavat tasmdlleen kielen Ly atch mMerk-
kijonot symbolista S:

(i) S — e,
(i) S — (9).
Esimerkiksi merkkijonon ((())) tuottaminen:

5= (8) = ((5)) = (((5))) = ((())) = ((O)).

Mddritelmd 3.1 Yhteydetén kielioppi on ne-
likko

G = (V7 Z’ P7 S)’

missa

e V on Kkieliopin aakkosto;

e > C V on kieliopin pdatemerkkien joukko;
sen komplementti N = V — X on kieliopin
vdlikemerkkien t. -symbolien joukko;

e P C N x V* on kieliopin sdantéjen t. pro-
duktioiden joukko;

e S € N on kieliopin Id4htésymboli.

Produktiota (A,w) € P merkitddan tavallisesti
A— w.



Merkkijono v € V* tuottaa t. johtaa suoraan
merkkijonon +/ € V* kieliopissa G, merkitdan

=~/
Y e] Y
jos voidaan kirjoittaa vy = a A8, v/ = awp (o, B, w €
V*, A € N), ja kieliopissa G on produktio A — w.

Jos kielioppi G on yhteydestd selvd, merkitddan
yksinkertaisesti v = ~/.

Merkkijono v € V* tuottaa t. johtaa merkkijo-
non ~' € V* kieliopissa G, merkitdan
:>* /
0 e 0
jos on olemassa jono V:n merkkijonoja vg, v1s--- ,¥n
(n > 0), siten ettd

=== ... D=7
Y ’YOG’YIG G’Yn Y

Erikoistapauksena n = 0 saadaan 7@*7 milla

tahansa v € V*. Jdlleen, jos G on yhteydestd
selvd, merkitdan yksinkertaisesti v =* +/.
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Esimerkiksi tasapainoisten sulkujonojen muo-
dostaman kielen Lyatch = {(¥)¥ | & > 0} tuot-
taa kielioppi

Gmatch = ({Sa (7)}7{(7)}7{5 — EaS — (S)},S)

Yksinkertaisten aritmeettisten lausekkeiden muo-
dostaman Kkielen Lexpr tuottaa kielioppi

Gexpr = (V, X, P, E),
missa
V == {E7T7F’a7 +7*, (7)}’
Z == {a7 +7*7 (7)}’

P ={E>T,ESE+T, T—>F T—TxF,
F —>a, F— (E)}.
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Merkkijono v € V* on Kkieliopin G lausejohdos,
jos on S?*’y.

Pelkdstddan pdatemerkeistd koostuva G:n lause-
johdos z € >~* on G:n lause.

Kieliopin G tuottama t. kuvaama kieli koostuu
G':n lauseista:

L(G) ={z e x| S ="z},

Formaali kieli L C 3>* on yhteydetén, jos se
voidaan tuottaa jollakin yhteydettomadlla kie-
liopilla.
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Toinen Kielioppi Kielen Lexpr tuottamiseen on
ngpr =(V,X,P,E),

missd

V = {E7a”+’*7(5)}7

Z = {a" +’ *, (, )}’
P = {E—~>E+4+E, E—~ExE, E—a, E— (E)}.

Huom: Vaikka kielioppi ngpr ndyttdd yksinker-
taisemmalta kuin Kielioppi Gexpr, sen ongelma-
na on ns. rakenteellinen moniselitteisyys, mika
on monesti ei-toivottu ominaisuus.
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Vakiintuneita merkintdtapoja

Vidlikesymboleita: A,B,C,...,S,T.

Paatemerkkeja: kirjaimet a,b,c,...,s,t;
numerot 0,1,...,9;

erikoismerkit; lihavoidut tai alleviivatut varatut
sanat (if, for, end, ... ).

Mielivaltaisia merkkeja (kun vélikkeitd ja paat-
teitd ei erotella): X,Y, Z.

Paatemerkkijonoja: u,v,w, x,y, 2.

Sekamerkkijonoja: o, 83,7,... ,w.
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3.2 Sddnndlliset kielet ja yhteydettdmadt
kieliopit

Yhteydettomilld kieliopeilla voidaan siis kuvata
joitakin ei-sd@nnollisia kielia (esimerkiksi kielet
Lmatch J@ Lexpr). Osoitetaan, ettd myos kaik-
ki sddanndlliset kielet voidaan kuvata yhteydet-
tomilld kieliopeilla. Yhteydettomat kielet ovat
siten sdannollisten kielten aito yliluokka.

Yhteydeton kielioppi on oikealle lineaarinen, jos
sen kaikki produktiot ovat muotoa A — aB tai
A — g, ja vasemmalle lineaarinen, jos sen kaikki
produktiot ovat muotoa A — Ba tai A — ¢.

Osoittautuu, etta sekda vasemmalle etta oikeal-
le lineaarisilla kieliopeilla voidaan tuottaa tds-
madlleen sdadnndlliset kielet, minkd takia naitd
kielioppeja nimitetdan myds yhteisesti sdanndl-
lisiksi. Todistetaan tdssa vdite vain oikealle li-
neaarisille kieliopeille.
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Produktiot, joilla on yhteinen vasen puoli A,
voidaan kirjoittaa yhteen: joukon

A—wy, A wy, ...A— wy

sijaan kirjoitetaan

A>w|wa| ... | wg.

Kielioppi esitetddn usein pelkkdnd sdadntdjouk-
kona:

A1 — w11 | e | Wik,
A2 — w21 | e | W2k,
Am — Wml | e | wmknt'

Talloin pdatelldaan valikesymbolit edellisten mer-
kintdsopimusten mukaan tai siitd, ettd ne esiin-
tyvat sadntdjen vasempina puolina; muut esiin-
tyvdt merkit ovat padtemerkkejd. Ldhtosym-
boli on talldin ensimmadisen sdanndn vasempa-
na puolena esiintyva vdlike; tdssd siis A;.
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Lause 3.1 Jokainen sdaanndllinen kieli voidaan
tuottaa oikealle lineaarisella Kieliopilla.

Todistus. Olkoon L aakkoston X sadanndllinen
kieli, ja olkoon M = (Q, X, 4, qqg, F') sen tunnis-
tava (deterministinen tai epdadeterministinen)
adrellinen automaatti. Muodostetaan kielioppi
Gy, jolla on L(Gypp) = L(M) = L.

Kieliopin G; pddteaakkosto on sama kuin M:n
sybteaakkosto X, ja sen vdlikeaakkostoon ote-
taan yksi vilike Ag kutakin M:n tilaa ¢ kohden.
Kieliopin ldhtdsymboli on Ag,, ja sen produk-
tiot vastaavat M:n siirtymia:

(i) kutakin M:n lopputilaa ¢ € F kohden kie-
lioppiin otetaan produktio Ay — ¢;

(i) kutakin M:n siirtymas ¢ % ¢ (so. ¢ €
6(g,a)) kohden kielioppiin otetaan produktio
Aq_>aAql.
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Konstruktion oikeellisuuden tarkastamiseksi mer-

Kitdan valikkeesta A, tuotettavien pddtejono-
jen joukkoa

L(Ag) = {z € " | Aq 3> "z}

Induktiolla merkkijonon z pituuden suhteen voi-
daan osoittaa, ettd kaikilla ¢ on

x € L(Aq) joss (q,ac)Al}*(qf,a) jollakin g € F.
Erityisesti on siis
L(Gy) = L(Ag) = {zeX*| (QOax)z*(QfaE)

Jjollakin g5 € F}
= L(M)=L. [
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Lause 3.2 Jokainen oikealle lineaarisella kie-
liopilla tuotettava kieli on sdanndllinen.

Todistus. Olkoon G = (V,X, P,S) oikealle li-
neaarinen Kielioppi. Muodostetaan kielen L(G)
tunnistava epddeterministinen dadrellinen auto-
maatti Mg = (Q, X, d,qg, F) seuraavasti:

Mg:n tilat vastaavat G:n vdlikkeita:

Q={qa|A€V -1}

Mg:n alkutila on Iahtésymbolia S vastaava tila
as-

Mg:n sybteaakkosto on G:n padteaakkosto .

Mg:n siirtymdafunktio ¢ jdljittelee G:n produk-
tioita siten, ettd kutakin produktiota A — aB
kohden automaatissa on siirtyma g4 = gp (so.
qB € 0(ga,a)).
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Esimerkki. Automaatti:

a,b
e
Vastaava kielioppi:

Al — aAl | bAl | bAQ
AQ — € | bAQ.

18

Me:n lopputiloja ovat ne tilat, joita vastaaviin
valikkeisiin liittyy G:ssa e-produktio:

F={g4s€Q|A—¢c€P}

Konstruktion oikeellisuus voidaan jdlleen tar-
kastaa induktiolla G:n tuottamien ja Mg:n hy-
vaksymien merkkijonojen pituuden suhteen.
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