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Laskuharjoitus 1

Demonstraatiotehtavien ratkaisut

4. Tehtava: Mairitelldsn perusjoukossa N x N relaatio ~ s#&nnolla:
(m,n) ~(p,q) & m+n=p+q.

Osoita, ettd tdma on ekvivalenssirelaatio ja kuvaile intuitiivisesti (”geometrisesti”) sen
ekvivalenssiluokkia.

Vastaus: Relaatio ~ C (N x N) x (N x N) on méaritelty seuraavasti:
(m,n) ~ (p,q) & m4n=p+gq
Toisin sanoen, kaksi lukuparia ovat ekvivalentit silloin, kun niiden summat ovat samat.

Relaatio on ekvivalenssirelaatio tdsmalleen silloin, kun se on sekd symmetrinen, transitii-
vinen ettd refleksiivinen. Tarkistetaan, toteutuvatko ehdot relaatiolle ~.

i) Relaatio ~ on symmetrinen, jos (m,n) « (p,q) aina kun (p, q) «~ (m,n). Koska
m+n=p+qgeptg=m+n,

kuuluu ((p, q), (m,n)) aina relaatioon, kun ((m,n), (p,q)) kuuluu, joten symmetri-
Syys toteutuu.

ii) Relaatio ~ on refleksiivinen, jos kaikille (m,n) € N péatee (m,n) «~ (m,n). Koska
m+n=m-+n,

ehto toteutuu.
iii) Relaatio ~ on transitiivinen, jos aina kun (m,n) < (p,q) ja (p,q) «~ (k,l) my0s
(m,n) « (k,1). Jos patee:

mi+n=p+qjap+qg=k+I,
niin
m+n=p+qg=k+l=>m+n=k+1,

joten myos transitiivisuus toteutuu.

Koska kaikki kolme ehtoa toteutuivat, on ~ ekvivalenssirelaatio. Alla on relaation graafiesi-
tyksen alkuosa:

‘2», ‘3, ‘4»,

Kaaviosta nahdéaan, etta relaation maardamat ekvivalenssiluokat vastaavat suorany = —x
suuntaisia suoria.



5. Tehtava: Todista induktiolla, ettd jos X on &direllinen joukko, jonka koko on n = |X|,
niin sen potenssijoukon koko on |P(X)| = 2™.

Vastaus: Perustapaus: X = (). Télloin P(0) = {0} ja |P(0)| =1 = 2°.

Induktio-oletus: oletetaan ettd on olemassa jokin k € N siten, ettd sdintd patee kaikille
n < k.

Induktioaskel: olkoon |X| = k + 1. Merkitddn X = Y U {z} (z ¢ Y). Induktio-
oletuksen perusteella |P(Y)| = 2%. |P(X)|:48n kuuluvat kaikki [P(Y)|m joukot seki
|P(Y)|:n joukkojen unioni joukon {z}mn kanssa. Saadaan |P(X)| =2 -2k = 2k+1,

6. Tehtava: Todista induktiolla, ettd jokaisessa &irellisen perusjoukon S osittainjérjestyk-
sessd on ainakin yksi minimialkio. Osoita my0s esimerkein, ettd minimialkio ei valttdmatta
ole yksikasitteinen, ja ettd viite ei ole yleisesti voimassa, jos perusjoukko S on direton.

Vastaus: Sovelletaan induktiota S:n kokoon suhteen.

1° Perustapaus: Tarkastellaan pienintd mahdollista ei-tyhjii joukkoa Sy = {aq}. Télle
on olemassa vain yksi osittaisjirjestys Ry = {(a1,a1)}. (Osittaisjirjestys on reflek-
siivinen, antisymmetrinen ja transitiivinen bina&rirelaatio).
Joukon alkio @ € S on minimialkio tdsmélleen silloin, kun se ei esiinny relaatiossa
oikealla puolella (refleksiivistd kaarta lukuunottamatta), formaalimmin:

VYa,b€ S: (bya) € R=a=0,

Osittaisjarjestyksessd Ry alkio a; tayttad ylldolevan ehdon, joten se on minimialkio.

2° Induktio-oletus: Oletetaan, ettd on olemassa jokin luonnollinen luku n > 1, jolle
patee: kun |S| < n, kaikilla S:n alkioista muodostetuilla osittaisjirjestyksilld on
minimialkio.

3° Induktioaskel: Olkoon S, = {ai,...,an} joukko, jossa on n alkiota, ja olkoon R,
jokin (mika tahansa) S, :n alkioista muodostettu osittaisjarjestys. Valitaan nyt mieli-
valtainen alkio a; (1 < i < n), poistetaan se joukosta S, ja poistetaan relaatiosta
kaikki siihen viittaavat parit:

S;L:Sn_{ai}
Ritz{(a7b)€Rn|a7éai/\b7éaz’}

Nyt R], on myds osittaisjérjestys (todista tdmé, seuraa pohjimmiltaan R,,:n transitii-
visuudesta). Koska joukossa S), on n—1 alkiota (< n), R}, :ssa on induktio-oletuksen
perusteella ainakin yksi minimialkio, jota merkitdin apy;y,.

Palataan tarkastelemaan relaatiota R,. Nyt on olemassa kaksi mahdollista tapausta:

i) Mikali kaari (a;, @min) ¢ Rn, On Gmin my0s osittaisjirjestyksen R,, minimialkio,
koska R,:n ja R} :n ainoana erona on alkio a; ja sithen liittyvit kaaret.

ii) Mikéli kaari (a;,amin) € Rn, €l apin voi olla minimialkio. Koska api, on
kuitenkin osittaisjdrjestyksen R, minimialkio ja koska osittaisjirjestys on aina
transitiivinen, relaatiossa R, ei voi olla kaarta (b,a;) € R,,b # a;. Muussa
tapauksessa my0s kaari (b, dmin) € R),, eikd amin olisi R):n minimialkio. Niin
ollen alkio a; on R,:n minimialkio, ja induktiotodistus saatiin valmiiksi.

Todistuksen induktioaskelta voidaan havainnollistaa tarkastelemalla seuraavaa osittaisjar-
jestystd (kaaviosta on jétetty selkeyden vuoksi pois refleksiiviset ja transitiiviset kaaret):

R:

ayg



Poistetaan alkio a;. T&ll6in jaljelle jaa osittaisjarjestys R':

R':

a2

Taman osittaisjarjestyksen minimialkio on a2. Koska alkuperiisessd jarjestyksessd ei ole
kaarta (a1, a2), huomataan, ettd as on myoés R:n minimi. Tamé vastaa induktioaskeleen
tapausta (i). Tapaus (ii) puolestaan vastaa tilannetta, jossa poistetaan as.

Aérettémin perusjoukoun yli madritellyilld osittaisjirjestyksillé ei valttamittd ole mini-
mialkoita. Yksi esimerkki on kokonaisluvut Z ja osittaisjirjestys <.

Yksinkertainen esimerkki osittaisjarjestyksestd, jolla on monta minimis on:

R={(p,p), (g,9),(1,1),(q,1),(p,])}

Relaatiossa sekd p ettd ¢ ovat minimialkioita.



