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Demonstraatiotehtavien ratkaisut

4. Tehtavassa halutaan todistaa seuraava ongelma ratkeamattomaksi:
Hyvéksyyko annettu Turingin kone M syotteen €7

Maééritellasn aluksi kieli L = {M | M pysahtyy syOtteelld e}. Nyt L on rekursiivinen jos
ja vain jos tehtdvinannon ongelma on ratkeava. Seuraavaksi osoitetaan, ettd kieli H =
{Mw | M pysihtyy syotteelld w} voidaan palauttaa rekursiivisesti (recursively reduce)
kieleen L (merkitdin H <,, L), joten L on vihintdin yhtd vaikea kuin H. Koska H ei
ole rekursiivinen (monisteen lause 6.9), ei L voi my6skaan olla rekursiivinen.

Rekursiivinen palautus méiritelldén seuraavasti: Olkoon A C ¥* ja B C I'* kielid. Nyt
A <, B jos ja vain jos on olemassa rekursiivinen funktio f : ¥* — I'* siten, ettd

VweX* :weAs flw)eB .

Téssd tapauksessa halutaan l1oytda funktio f siten, ettd f(Mw) € L jos ja vain jos
Mw € H. Kaytannossa tdma tarkoittaa sita, ettd halutaan 16ytdaa systemaattinen tapa
rakentaa Turingin kone M', joka pysdhtyy tyhjalla syottelld tdsmélleen silloin, kun kone
M pysahtyy syotteelld w = wiws - - - wy,.

Onneksi tamé on helppo tehtdva. Kone M’ kirjoittaa ensin nauhalle sanan w, siirtyy
takaisin nauhan alkuun, ja alkaa simuloida konetta M tekemélld samat siirtyméat kuin
M :kin tekisi. Nyt M' pysdhtyy jos ja vain jos M pysahtyy.

Formaalisti f voidaan mééritells seuraavasti:

f((Qa Ea Fa 6a 4o, acc) Qrej)a wiwsa -+ wn) = (Qla Ea Fa 6Ia q(l)a Gacc) Qrej)a

missé

Q=Quig|0<i<n}

8" =0 U{{g;,¢, dip1,wir1, R) |0 < i <n}
U {{gn, 7, qn,2, L) | z € TU{<}}
U {{g5,>,90,>, R)}

Koska koneeseen M lisdtaan vain ddrellinen maara uusia tiloja ja siirtymia (n ei voi olla
adreton), on f selvastikin rekursiivinen funktio.

5. Tehtava: Todista monisteen Lause 6.15:

(i) Kieli A C ¥* on rekursiivinen, jos ja vain jos sen karakteristinen funktio

. 1, josz € A
XA:E _>{Oa]-}a XA(:L'):{ 0 ;OSJE¢A

on rekursiivinen funktio.

(ii) Kieli A C ¥* on rekursiivisesti numeroituva, jos ja vain jos on A = () tai on olemassa
rekursiivinen funktio g : {0,1}* — X*, jolla

A={g(z) |z e{0,1}"}.

Vastaus: Mairitellddn aluksi viisi yksinkertaista apukonetta:



1 kirjoittaa nauhalle merkin 1, siirtdd lukupaéta askeleen oikealle ja pysahtyy.

0 kirjoittaa nauhalle merkin 0, siirtdd lukupdati askeleen oikealle ja pysahtyy ja
pysahtyy.
C tyhjentdd koneen syGtenauhan, palauttaa lukupddn nauhan alkuun ja pysdhtyy.

NEXT lukee nauhalla olevan merkkijonon z € ¥* ja korvaa sen leksikografisesti
seuraavalla merkkijonolla (tehtdvan 9.2 tapaan).

Cmp®J vertailee moninauhaisen Turingin koneen nauhoja i ja j keskeniifin ja hyviksyy
syotteen mikéli niiden sisdltd on sama.

Koneet ovat yksinkertaisia, joten niitd ei esitetd tassa.
(i) [=] Olkoon kieli A C ¥* rekursiivinen. T&ll6in on olemassa Turingin kone
Ma =(Q,%,T, 4, qo, qaces Grej)
siten, etti:

Vwe X" :w e L& (g,w) |_*MA (Qace> @) ja
w ¢ L& (QO,UJ) F?\l,q (qrejaa)

Muodostetaan Turingin kone M yhdistdmalla kone M 4 koneisiin 1, 0 ja C seuraavaan
tapaan:

c 1

" O © O
t8 @) ©)

c 0

Mikali w € L, niin kone M 4 paatyy hyvaksyvadn tilaan, minka jalkeen M tyhjentai
nauhan ja kirjoittaa nauhalle luvun 1. Muussa tapauksessa nauhalle kirjoitetaan 0.
Koska A on rekursiivinen, M4 pysdhtyy aina, joten myos M pysahtyy aina, joten M
l,weA
O,wé¢ A
[«<] Seuraavaksi oletetaan, ettd funktio x(w) on rekursiivinen. Tll6in on olemassa
Turingin kone M, joka laskee sen arvon. Mééritelmén mukaan M, pysdhtyy aina, ja
laskennan tulos kirjoitetaan nauhalle lukupain vasemmalle puolelle. Muodostetaan
Turingin kone M seuraavaan tapaan:

laskee funktion y(w) = , joka on kielen A karakteristinen funktio.

Nyt kone M hyvéksyy sanan w aina, kun x(w) = 1, ja hylkd sen, kun x(w) = 0.
Néiin ollen M tunnistaa kielen A totaalisesti, joten A on rekursiivinen.

(ii) Halutaan todistaa viite:

Kieli A C ¥* on rekursiivisesti numeroituva (A € RE), jos ja vain jos A = ()
tai on olemassa rekursiivinen funktio g : {0,1}* — X*, jolla

A={g(x) |2z €{0,1}7}



Mikali A = (), niin triviaalisti A € RE ja g(x) = 0 vastaava rekursiivinen funktio.
Jos annetut ehdot tayttava funktio g on olemassa, niin on olemassa Turingin kone
My, joka laskee g:n. Tésté voidaan triviaalisti muodostaa kaksinauhainen kone M 91*2,
joka laskee g:n mutta tallettaa tuloksen toiselle nauhalle ensimmaéisen asemasta.
Muodostetaan 3-nauhainen Turingin kone M4 seuraavasti:

—— Mg2’3 Cmp*?3 @ C
o O ©

&

Kone saa syotteenss ensimmaéiselld nauhalla, ja sitd ei enda missian vaiheessa muute-
ta. Varsinaisessa laskentasilmukassa kone M 4 korvaa 2. nauhalla olevan bittijonon x
leksikografisesti seuraavalla bittijonolla y, mink, jilkeen lasketaan g(y) ja talletetaan
tulos 3. nauhalle. Lopuksi vertaillaan 1. ja 3. nauhojen siséltd keskenddn. Mikali
nauhojen siséltd on sama, sana hyviksytdin, muuten palataan alkuun.

[<] Tarkastellaan sanaa w € A. Oletetaan, ettd annetut ehdot tayttava rekursi-
ivinen funktio g on olemassa. Télléin w = g(z) jollain z = x123 - - - T, Missé n on
adrellinen. Koska milld tahansa direllisen mittaisella merkkijonolla on vain d&rellinen
madrd edeltéjid leksikografisessa jarjestyksesséd, generoi NEXT lopulta z:n, jolloin
M?* laskee kolmannelle nauhalle sanan w, ja kone hyviksyy sanan. Néin ollen My
tunnistaa kielen A, joten A € RE.

[=] Seuraavaksi oletetaan, ettd A € RE — {(}. Talldin on olemassa Turingin kone
My, joka tunnistaa Amn. Méadritelliin apukone My ;, joka simuloi koneen M4 toim-
intaa 4:n askeleen ajan. Kone M4 ; hyviksyy sy6tteen z mikéli M4 hyviksyy sen
kiyttaen korkeintaan ¢ askelta, muuten se hylkds sen. Huomataan, ettd kone My ;
on totaalinen, eli se pysdhtyy aina.

Funktio g rakennetaan koneen M4 ; avulla. Kaikki sytteet = ja rajat ¢ koodataan
funktion ¢(z,y) = 0210? avulla bittijonoiksi pareittain', ja g(c(z,y)) = =, mikéli M4 ,
hyviksyy sanan z. Funktiota g miiriteltdessd valitaan jokin kiinnitetty sana xg € A,
joka palautetaan aina kun M4 4, ei pysdhdy tai jos g:n sySte on vairds muotoa.
Konstruktion perusajatuksena on kiyda lapi kaikki mahdolliset M 4:n syGtteet lomitet-
tuina: ensin ajetaan M 4:ta yhden askeleen verran ensimmaiselld syotteelld, sitten
kaksi askelta ensimmaiselld syotteelld, yksi askel toisella syGtteelld, jne. Alla olevassa
kuvassa on tdmé havainnollistettu aakkostolle ¥ = {a, b} (huomaa samankaltaisuus
tehtdvan 2.5 kanssa):

o

O O O
a b aa ab ...

1T4ssd samaistetaan ¥*:n sanat luonnollisten lukujen kanssa tavanomaiseen tapaan kiyttien leksikografista

jarjestysta.

3



Esitetdén vield lopuksi todistus formaalimmin: M&&ritellddn funktio ¢' : {0,1}* —
{0,1}* seuraavasti:

(w) z, w=0"10Y ja M4 ,(z) pysdhtyy
w) =
g g, muulloin ,

missd zg € A. Lopuksi méiritelladn funktio g(z) = d(¢'(z)), missd d on funktio,
joka kuvaa bittijonon 0% joukon ¥* z:nteen alkioon leksikografisessa jarjestyksessa.
Funktion ¢'(z) arvo voidaan laskea &érellisessé ajassa, koska My ,(x) el voi jadda
ikuiseen silmukkaan. Néiin ollen g’ on rekursiivinen, joten my6s g:kin on.

Téassd vaiheessa on huomattava, ettd vaikka g on aina olemassa, niin sitd ei ole
valttdméttd mahdollista 10ytda, silld sopivan alkion zy € A etsiminen on yleisessd
tapauksessa ratkeamaton ongelma.

6. Tehtava: Osoita, ettd yhteysherkit kielet voidaan tunnistaa lineaarisesti rajoitetuilla
automaateilla. (K&yta hyvaksesi sitd, ettd kieliopin produktioita sovellettaessa lause-
johdoksen pituus ei voi koskaan lyhentyd, paitsi tyhjin merkkijonon muodostamassa
erikoistapauksessa.) Péaittele edellisen perusteella, ettd kaikki yhteysherkat kielet ovat
rekursiivisia.

Vastaus: Yhteysherkédn kieliopin maaritelmén mukaan produktiot ovat sellaisia, ettd
yksittdisessd sddnndssa oikea puoli on aina vahintddn yhta pitkad kuin vasen.

Yhteysherkka kieli voidaan tunnistaa lineaarisesti rajoitetulla automaatilla, joka epa-
determinisesti siirtyy johonkin kohtaan sydtettd ja soveltaa jotain sdantoa oikealta vasem-
malle. Koska merkkijono télloin lyhenee, lisitilaa ei tarvita. Toisaalta, jos viliin jaisi
tyhjid merkkejd, voidaan implementoida suoraviivainen tiivistys. Jos nauhalle jaa pelkka
kieliopin aloitussymboli, siirrytdén hyviaksyvain lopputilaan.

Tarkastellaan esimerkiksi yhteysherkkad kielioppia:
S — aA|bB

aA — abB | ab

bB — baA | ba

Tassé kielen tunnistava lineaarisesti rajoitettu automaatti muokkaisi syétenauhaansa seu-
raavaan tapaan (syOtteelld abab):

>]alblafbl[<[rr|>]a[baA]<]

F>alb[B<]
P> alAl<]
- > 18]<]

Y114 kuvattu kone ei kuitenkaan ole totaalinen, silld on mahdollista, ettd sen laskenta ei
koskaan pysdhdy. Esimerkiksi, jos kasiteltava kielioppi on:

S—e

ab — ba

ba — ab,
niin kaikki laskennat syotteelld, jossa on ainakin yksi ab tai ba pari jaavat ikuiseen sil-
mukkaan.

Asian voi korjata huomaamalla, ettd koska koneen nauhan pituus ei voi kasvaa, on koneella
on vain rajallinen maira mahdollisia tilanteita. Naiden tilanteiden lukumaara on suuruus-
luokkaa g x n x |I'|”, missé ¢q on tilojen lukumé&éré, n syStteen pituus ja |I'| aakkoston
koko.



Edelld mainitulla tavalla rakennettu kone saadaan totaaliseksi liittdmalla siihen laskuri,
joka laskee suoritettujen askelten maaréan. Helpoiten tadma kiy siten, ettd tehdain koneesta
kaksiurainen, jonka toiselle uralle kirjoitetaan askelten méara bindarilukuna, jota kasvate-
taan aina kunkin alkuperiisen koneen laskenta-askeleen yhteydessd yhdelld. Kun laskuri
ylittda raja-arvon, sana hylatain, silli t&lloin kone on joutunut silmukkaan.

Lopuksi taytyy tarkistaa, etta laskuri voidaan toteuttaa rikkomatta vaatimusta lineaaris-
esta tilankdytostd. Luvun ¢ x n x || esittdmiseen tarvitaan k = log,(g) + log,(n) +
nlog(|T|) bittié, joka kasvaa lineaarisesti n:n kasvaessa. Vaikka tdssd k > n, niin laskuri
saadaan puristettua kaytossa olevaan tilaan esittdmélla se sopivassa kannassa.

. Tehtava: Osoita, ettd jokainen rajoittamattomalla kieliopilla tuotettava kieli voidaan
tuottaa kieliopilla, jossa produktioiden vasemmalla puolella ei esiinny paitemerkkeja.
Vastaus: Kieliopin G kanssa saman kielen tuottavan tehtivinannon mukaisen kieliopin
G' voi muodostaa systemaattisesti siten, ettd jokaista kielessé esiintyvaa padtemerkkis a
kohden otetaan uusi vilike A, ja talle sdanté A, — a. Talla uudella valikkeelld korvataan
kaikki padtemerkit a, jotka esiintyvat G:n sdanndissi.

Seuraavaksi sama formaalimmin: Olkoon G = (V, X, P, S) yleinen kielioppi. Muodoste-
taan kielioppi G' = (V', X, P', S'), missd
VI=VU{A,|a€X}

Kukin kieliopin G produktio r = #1 -+ %, — Tny1 - Tpim, Missd z; € V muutetaan
muotoon:
C('I“) =Y1"""Yn = Yn+1"""Yntm

) T z, €V -X
vi A:c“ .'1]'162

missa

Nyt voidaan méiéritella sdantojoukko P’ seuraavasti:

P' ={c(r) |re PYU{4, 2 a|a€X} .

Tarkastellaan uudelleen edellisessa tehtavassa esiintynytta kielioppia:

S — aA|bB
aA — abB | ab
bB — baA | ba

Konstruktion tuloksena syntyy kielioppi:

S— A,A| AB
AA = A ApB | Al A
ApyB = AyA A | A4,

A, —a
Ay = b

. Tehtava: Osoita, ettd jokainen yhteysherkka kielioppi voidaan saattaa normaalimuotoon,
jossa produktiot ovat muotoa S — € tai a A — awf, missd A on kieliopin vilike ja w # €.
(S on tassa kieliopin lahtésymboli.)

Vastaus: Normaalimuotoon saattamisessa on kolme vaihetta:

i) Poistetaan alkusymboli S sdéntGjen oikealta puolelta.

ii) Poistetaan kaikki pddtemerkit sdantdjen vasemmalta puolelta.



iii) Muutetaan vaaras muotoa olevat sdédnndt oikeanlaisiksi.

Vaiheet méaaritelldan seuraavasti:

i) Mikali S esiintyy jonkin sdannén oikealla puolella, niin lisdtdén kielioppiin uusi
alkusymboli S’ ja sdantd S’ — S. (Yhteysherkkien kielioppien méairitelméin mukaan
tdlloin ei sddntdjoukossa voi olla sddnt6d S — e, joten tatd tapausta ei tarvitse
késitella.)

ii) Paatemerkkien poistaminen siéntojen vasemmalta puolelta tapahtuu kdyttden teh-
tdvan 5. vastauksessa esitettyd konstruktiota.

iii) Jokaista vadrad muotoa olevaa saantoi:
X1 Xp oYY,

missd m > n, kohden lisataan kielioppiin n — 1 uutta valikettd (Z1, ..., Z,_1), ja
saanto korvataan joukolla sdantojas:
Xp1 X, = 70X,
Zi Xy = ZaYp Vi
Xn—oZ1 — ZaZ,
ZoZy = ZoYn_ 1

Zn—IZn—2 - Zn—1Y2
Zp1Ys = 1Y,

Tarkastellaan, miten iii)-kohta késittelee sdéntoa:
ABBA —» BAABA

Koska n = 4, tarvitaan kolme uutta vilikettd: Z;, Z> ja Z3. Sdantéjoukoksi tulee:

BA - 7, A
Z1A— Z1BA

BZy — Z»yZ,
ZsZ1 — ZrA
AZy — Z3Zs
Z3Zy — Z3A

Z3A — BA .

Tall6in vastaavaksi johdoksi tulee:

= Z37,ABA = Z3AABA = BAABA .



