Kaikki mita olet aina halunnut tietaa
pumppauslemmoista, mutta mita et ole
kehdannut kysya

Tommi Syrjénen

1 Yleistid pumppauslemmoista

Pumppauslemmalla voidaan todistaa, ettd kieli ei kuulu johonkin kieliluokkaan.
Useimmiten kaytetddn sdinnollisten ja yhteydettomien kielten pumppauslem-
moja, mutta muitakin on olemassa.

Pumppauslemma esittéda ehdon, jonka jokainen luokkaan kuuluva kieli tayt-
tdd. Mikali voidaan osoittaa, ettd kieli ei toteuta tédtd ehtoa, niin se ei kuulu
luokkaan. Eli:

L on sdédnnollinen = L toteuttaa sdanndllisten kielten
pumppauslemman,

joten

L ei toteuta sadnnollisten kielten = L ei ole sdanndllinen.
pumppauslemmaa

Tasséd on kdytetty hyvéksi logiitkan modus tollens sdantoéé, jonka mukaan lau-
seesta P — @ seuraa =@ — —P (jos @ on vilttdmétti tosi aina kun P on tosi
ja jos tiedetddn, ettd @ on epétosi, niin mydskidn P ei voi olla tosi).

Sitd vastoin siitd, etté kieli toteuttaa pumppauslemman ehdot ei voida paa-
telld vield mitdéan. Téasté esitetddn myshemmin (sivulla 10) esimerkki, jossa kieli
ei ole sddnnollinen, mutta kaikkia sen pitkia sanoja voidaan kuitenkin pumpata.
Néin ollen pumppauslemmoja voidaan kayttiaé aina vain yhteen suuntaan: osoit-
tamaan, ettd kieli ei kuulu annettuun luokkaan. Jos kieli kuuluu luokkaan, niin

Tiivistelmi

Halutaan todistaa kieli L ei-sdannolliseksi.

1. Oletetaan L sdannolliseksi. Télloin dp > 1 siten, etté
pumppauslemman ehdot toteutuvat.

2. Valitaan x € L siten, ettd |x| > p.

3. Osoitetaan, ettéd kaikki x:n ositukset © = uvw rikko-
vat jotain lemman ehtoa.




Kaytetty

Kieli lemma. Todistustapa
A= {a™b™ | m >0} Sddnnollinen | x = aPbP
B ={a™b" | m >n} Saannollinen | z = aPbP
C = {a™b" | m <n} Sddnnollinen | x = aPbP
D =L({bbUa*) — Ei todistusta
E={abVc"]i<j<n} Yhteydeton | z = a?bPcP

F = {a'b"c" | i>0,n >0} UL(b*c*) | Siéinnéllinen | Leikkaus L(aa*b*c*)
kanssa, x = abPcP

G={a"V|i#j} Saannollinen | Komplementti
H = {a"b"a™b™c™ | n > 0,m > 0} Yhteydetén | Leikkaus L(aa*bb*a*b*c*)
UL(a*b*c*) kanssa, x = abaPbP P

Taulukko 1: Tekstissé tarkasteltavat kielet ja todistustavat

R: Sidannolliset kielet
CF: Yhteydettomét kielet
CS:  Yhteysherkat kielet

Kuva 1: Tekstissé tarkasteltavien kielten kuuluminen eri kieliluokkiin.

se osoitetaan esittdmalld kieli luokan mé#arittelevilld formalismilla. Esimerkik-
si kieli voidaan todistaa sdannolliseksi muodostamalla sen tunnistava dérellinen
automaatti.

Pumppauslemmat hyodyntavéit kuhunkin kieliluokkaan kuuluvien kielten
rakenteellista samankaltaisuutta. Esimerkiksi sadnnolliset kielet méaaritelldan
adrellisilld automaateilla, joilla on rajallisesti muistia, joten niilld ei voida tun-
nistaa kielta, joka vaatii mielivaltaisen suuriksi kasvavien syotteiden muistamista.
Téllainen kieli on vaikkapa:

L={d'Vc"|i,jkeNjai+j=k} .

Tarkastaessaan kuuluko sana z kieleen L automaatti joutuu muistamaan seké
a- ettd b-merkkien lukuméérin. Aédrellisten automaattien muistina toimivat au-
tomaatin tilat, joten kone joutuu siirtyméén aina uuteen tilaan uuden a:n tai b:n



luettuaan seuraavaan tapaan:

Téhan koneeseen tarvitaan kuitenkin ddreton méara tiloja, silla kielen maarit-
tely ei aseta rajoja sille, montako a- ja b-merkkii siind saa olla. Koska kielta ei
voida tunnistaa déarelliselld automaatilla, se ei ole sdénnollinen.

Y14 oleva todistelu jattda kuitenkin vield avoimeksi mahdollisuuden, etté
jollain muulla periaatteella rakennettu &érellinen automaatti voisi tunnistaa
sen. Todistus saadaan tdsmaélliseksi osoittamalla pumppauslemmalla, ettd mika
tahansa kielen tunnistava automaatti on véistdmatta déreton.

2 Saanndllisten kielten pumppauslemma

Saannollisten kielten pumppauslemma kuuluu seuraavasti:

Masritelma 1 Jos L on sddnnollinen kieli, niin on olemassa jokin p > 1 siten,
etti kaikille sanoille © € L pitee: jos |x| > p, niin © voidaan esittii muodossa
T = uvw, missa:

1. |uv| < p;

2. Jv] > 0; ja

3. wvkw € L kaikilla k € N.

Suorasanaisesti lemman ehdot voidaan selittda yhdelld lauseella:

Adrettomdn sddnnollisen kielen tunnistavassa tilakoneessa on sil-
mukka.

Seuraavaksi kdyddan ldpi lemman ehdot tarkemmin. Lemmassa esiintyvi
parametri p vastaa pienimmé&n L:n tunnistavan deterministisen &dérellisen au-
tomaatin tilojen mééraé. Deterministinen automaatti kiyttéad jokaisella lasken-
ta-askeella tdsmélleen yhden merkin syotteesté. Jos kieleen kuuluvassa sanassa x
on enemmén merkkeji kuin automaatissa tiloja, niin silloin automaatissa taytyy
olla jossain kohtaa silmukka, josta péadstddn viela hyvaksyvadan lopputilaan.

Sana x jaetaan kolmeen osaan x = uvw. Néistd u on sanan alkuosa ennen sil-
mukkaa, v silmukassa kierretty osa ja w loppuosa silmukan jilkeen. Tilakoneena
asian voi esittdd seuraavasti:

oG vy

Ositukselle annettujen ehtojen perustelut ovat seuraavat:



1. Juv| < p: laskennan tdytyy joutua silmukkaan ennen kuin automaatista
loppuvat tilat kesken;

2. |v] > 0: silmukka ei voi olla tyhjd vaan siihen tdytyy kuulua ainakin yksi
ei-tyhja siirtyma; ja

3. uwv®w € L kaikilla k € N: silmukka v voidaan kiertiis mielivaltaisen monta
kertaa ja silti voidaan péadsta w:lla hyvaksyvéan lopputilaan.

Osituksen v ei ole vélttdmattd ainoa z:n osajono, joka luetaan silmukas-
sa. Esimerkiksi kielen L(a*b*) tunnistavassa koneessa on kaksi silmukkaa, yksi
kummallekin tédhtilausekkeelle.

2.1 Lemman soveltaminen

Sadnnollisten kielten pumppauslemmaa sovelletaan siten, ettéd etsitdén jokin
kieleen kuuluva tarpeeksi pitkd sana, jota ei voida osittaa lemman ehtojen
mukaisesti.
Lemma sanoo, ettd kaikille sanoille x on olemassa jokin ositus. Todistuksessa
taytyy osoittaa, ettd jonkin sanan kaikki ositukset johtavat ristiriitaan.
Todistetaan esimerkin vuoksi, ettéa kieli

A={a"™b" | m >0} (1)

ei ole sadnnollinen.

Tarkasteltava sana kannattaa valita siten, ettd lemman ensimmaéisen ehdon
tayttavid osituksia on mahdollisimman vdhén. Parhaiten tdmé toteutuu siten,
ettd otetaan sana, jonka p ensimmiistéd merkkié (missé p on pumppauslemmassa
esiintyvil kielestd riippuva parametri) ovat kaikki samoja. Yleensd kannattaa
valita néistd sanoista kaikkein yksinkertaisin.

Kielen A tapauksessa yksinkertaisin vastaesimerkki on z = aPb? € A. Koska
|z| = 2p > p, on sana tarpeeksi pitkd. Lemman ehdosta |uv| < p seuraa, ettd
kaikki xz:n mahdolliset ositukset ovat muotoa:

u=a'
v=al (2)

w = ap*(iﬂ')bp,

missi i + j < p. Ehdosta |v| > 0 seuraa, ettd j > 0. Téssd tdytyy erikoisesti
kiinnittd4 huomiota siihen, ettéd (2) ei ole yksi ainoa ositus, vaan se on joukko
ehtoja, jotka x:n ositusten taytyy tdyttdd. Varsinaiset ositukset saadaan siité
sijoittamalla muuttujien ¢ ja j paikalle sopivat lukuarvot.

Todistus on jo aika ldhelld loppuaan, mutta vield tdytyy osoittaa, ettd mikaan
(2):n tdyttiavi ositus ei voi tdyttidd lemman kolmatta ehtoa (Vk : uwvFw € L).
Kéaytannossa tdméa tapahtuu siten, etté etsitdén jokin k:n arvo, jolla pumpattu
sana ei kuulu kieleen. Yleensé on helpointa kokeilla ensin arvoa k = 0:

w’w = uw = a'a? TP = PP

Koska kaikilla osituksilla j > 0, on p — j < p ja a?~9bP ¢ A. Tisté nihdiin,
ettd A ei ole sdénnollinen.

Kertaus: 1oydettiin kieleen A kuuluva tarpeeksi pitké sana, jonka kaikki osi-
tukset rikkovat ainakin yhtd pumppauslemman ehtoa. Jos A olisi sdénnollinen,
niin kaikki sen pitkit sanat voitaisiin osittaa, joten A ei voi olla sddnnollinen.



2.2  Yleisia virheita lemman kaytossa

Pumppauslemmaa kiytettdessd kannattaa erityisesti varoa seuraavien tyypillis-
ten virheiden tekemista:

1. sanan x:n ositusten puutteellinen lapikéaynti;
2. pumppautuvan sanan z kdyttdminen vastaesimerkkin;

VAAradn suuntaan pumppaaminen;

-~ W

liian lyhyen x:n kédyttdminen;
5. kielen L mielivaltaisen osajoukon L’ tarkastelu; ja

6. vddran pumppauslemman soveltaminen.

2.2.1 Puutteellinen ositus

Tarkastellaan uudelleen kieltd A = {a™b™ | m > 0}, mutta tilld kertaa tutki-
taan sanaa x = a?b%, missi ¢ = [p/2].! Koska |x| > p, on = tarpeeksi pitké.
Nyt kohdan (2) mukaiset ositukset muuttuvat muotoon:

u=a
v=a’l (2)
w = aq—(i-&-j)bq’
missi i + 7 < ¢, j > 0. Kuten ylli, uv ¢ A.
Talld kertaa todistusta ei kuitenkaan saa jattad tdhéan, silld x voidaan osittaa

muillakin ehdot |uv| < p ja |v| > 0 toteuttavilla tavoilla.
N&amé& muut ositukset ovat muotoa:

u = alb’
v="> (3)
W — bq*(iﬂ')’

missd i + 7 < q, ja

u=al""
v=a't (4)
w = bq—j,

missd 1+ 7 >0jai,j <gq.

Todistettaessa kieltd A episainnolliseksi sanalla o?/216[7/21 tiytyy siis erik-
seen tarkistaa se, ettd kaikki muotoja (2’), (3) ja (4) olevat ositukset johtavat
ristiriitaan. Tamén takia tutkittava sana kannattaakin valita huolella, niin etté
silld on mahdollisimman vihén ehdon |uv| < p téyttiavid osituksia.

IMerkinté [p/2] tarkoittaa pieninté kokonaislukua y, jolle pitee p/2 <y



2.2.2 Pumppautuva sana vastaesimerkkini

Pumppauslemman perusteella kieli ei ole sdénnéllinen, jos sithen kuuluu jokin
tarpeeksi pitkd sana, jota ei voida pumpata. Téma ei kuitenkaan tarkoita sité,
ettd kaikki kieleen kuuluvat pitkit sanat olisivat valttamétta pumppauskelvot-
tomia. Tarkastellaan kielta:

B ={a™b" | m > n}.

Sana z = a?*1bP kuuluu kieleen ja |x| > p. Tille 16ytyy kuitenkin ositus:

u=aP!
v=a
w = ab?,
joka toteuttaa kaikki ehdot. Suoraan nihddén, ettd |uv| = |aP| = p ja |v| =

la] =1 > 0. Tarkastellaan v:n pumppaamista muutamalla k:n arvolla:

ww = aPb? € B
ww = a2’ € B

ww = a3 € B

Koska k:n kasvattaminen ainoastaan lisdé sanan alkuun a-kirjaimia, on selvia
ettd kaikki ndin saatavat sanat kuuluvat kieleen.

Kieltd B ei voida osoittaa episdannolliseksi sanalla @ = aPT1bP. Silld, etti
jotkin zm ositukset johtavat ristiriitaan (esim. u = a, v = a?~! ja w = abP) ei
ole vilid. Jos on olemassa ainakin yksi lemman ehdot tayttdva ositus, niin sana
tayttad lemman ehdot.

Kielen B voi todistaa ei-sdannolliseksi vaikkapa sanalla a?bP.

2.2.3 Viidrddn suuntaan pumppaaminen

Yleensa on yksinkertaisinta kokeilla ensin 0-pumppausta, eli poistaa v kokonaan
sanasta. Tamé ei kuitenkaan valttamatta riitd todistuksen tekemiseen, vaan
pumppaus joudutaankin tekeméin ylospéin. Néin kdy esimerkiksi kielella:

C={a™" | m<n} . (5)

Jélleen kerran yksinkertaisin kandidaatti on aPb?, jonka kaikki ositukset ovat
tuttua muotoa (2).

Nyt kuitenkin uw = a?~7bP € C, joten pelkks O-pumppaus ei riitd osoitta-
maan episddnnollisyyttd. Sitd vastoin kasvattamalla k:n arvoa saadaan:

ww = aP TP ¢ C,

joten C' ei ole sddnnollinen.



2.2.4 Liian lyhyen sanan pumppaaminen

Yksi pumppauslemman ehdoista on, ettd tarkasteltavan sanan tdytyy olla pi-
dempi kuin kielesté riippuva kokonaisluku p. Sdédnnolliseen kieleen voi kuitenkin
kuulua joukko pumppauskelvottomia sanoja, jotka ovat lyhyempié kuin p (tél-
laisia sanoja voi kuitenkin olla vain dérellinen mééri). Tarkastellaan sddnnollista
kielta:

D =L{bUa*) = {e,bb,a,aa,aaa,...} (6)

Kielen sanaa bb ei voida pumpata. Tadmé ei kuitenkaan ole ongelma, silld pie-
nimméssé kielen tunnistavassa aérellisesséd automaatissa on 5 tilaa, joten télle
kielelle p = 5 ja [bb] =2 < 5 = p.

Vaatimus |z| > p aiheuttaa sen, ettd esimerkiksi kieltd A ei voi todistaa
epdsddnnolliseksi sanalla ab, silld ei voida olettaa, ettéd |ab| > p.

2.2.5 Kielen mielivaltaisen osajoukon tarkastelu

Joskus kieli L voidaan osoittaa epasdannolliseksi ainoastaan tarkastelemalla sen
osajoukkoa L', ja osoittamalla L’ episiinnolliseksi. THstd menetelmésts an-
netaan esimerkkejé luvussa 4.

Kuitenkaan ei ole niin, ettd miké tahansa sddnnoéllisen kielen osajoukko olisi
saannollinen. Esimerkiksi kieli ¥* = {a, b}* on sédénnéllinen, silld L((a U b)*) =
¥*, mutta A C X*.

Taméin takia todistuksessa tdytyy erikseen perustella, miksi L’:n episiin-
nollisyys johtaa valttdméattd L:n epasddannollisyyteen.

2.2.6 Viairidn pumppauslemman soveltaminen

Niin yllattavaltd kuin se kuulostaakin, varsin yleinen virhe pumppauslemmo-
jen kaytossd on vddrdn pumppauslemman valitseminen. Jos tutkittava kieli on
yhteydeton, niin yritys todistaa se epasadnnolliseksi kayttamalld yhteydettomien
kielten pumppauslemmaa ei johda kovin hyviin tuloksiin.

3 Yhteydettomien kielten pumppauslemma

Yhteydettomien kielten pumppauslemma méaéritellain seuraavasti:

Maisdritelma 2 Jos L on yhteydetin kieli, niin on olemassa jokin p > 1 siten,
etti kaikille sanoille z € L pitee: jos |z| > p, niin z voidaan esittii muodossa
Z = uvwry, missd:

1. |vz| > 0;
2. lvwz| < p; ja
3. wwPwary € L kaikilla k € N.

Vaikka lemma on monimutkaisempi kuin séannoéllisten kielten vastaava, on sen
perusajatus samankaltainen. Yhdelld lauseella ilmaistuna se kuuluu:

Adiretinti yhteydetonti kielti vastaavassa kieliopissa jokin vilike
tuottaa itsensd.



Koska yhteydettomassa kieliopissa on aina &a#drellinen ma#rda sdantoja ja
kukin sédédnt6 on dérellisen mittainen, voidaan mielivaltaisen pitkiéd sanoja tuot-
taa ainoastaan muotoa A =* «qAf olevilla johdoilla, eli jokin vilike A téytyy
voida johtaa itsestddn. Lemmaa voi havainnollistaa seuraavalla yksinkertaisella

kieliopilla:
S — uAy
A —vAz |w

(7)

Korvattaessa vilikettd A voidaan aina valita kaytetddnko sddntod A — vAx
johtamaan uusi A-vilike, tai sitten voidaan lopettaa johto s#éannolla A — w.
Johdon aikana A:n vasemmalle puolelle kasaantuu v-jonoja ja oikealle puolelle
T-jonoja.

S = uAy = wAzry = wwvAzry = WVVATTTY = UWVVVWITTY

Jéasennyspuuna sama asia nayttda seuraavalta:

U A Y
l

v A x
l

v A T
i

3.1 Lemman soveltaminen

Yhteydettomien kielten pumppauslemmaa sovelletaan tédsmélleen samoin kuin
sdannollisten kielten vastaavaa: etsitdédn kieleen kuuluva sana ja nidytetdan, etté
sitd el voi osittaa annettujen ehtojen mukaisesti. Lemman monimutkaisemman
rakenteen vuoksi mahdollisia osituksia on yleensi enemmén kuin sdannollisten
kielten lemman tapauksessa.

Todistetaan, etta kieli:

E={dVc"|i<j<n} (8)

ei ole yhteydeton.

Tarkastellaan sanaa z = a?b?cP € E. Ehdosta |vwz| < p seuraa, etti osajono
vwz voi sisdltdd korkeintaan kahta eri merkkid. Tarkastellaan néitéd tapauksia
erikseen.

Jos vwz sisédltdd vain yhtd merkkié, niin mahdollisia osituksia ovat:

1.
u=a"
vwr = a’ (9)

y= ap—(i+j)bpcp7



missd i + 7 < pjaj > 0. Tallsin wwa?y = aPTHipPer ¢ E. (Talls
kertaa O-pumppaus ei auta, silld a-merkkien lukumééra on rajoitettu vain
ylhddltd péin, joten niitd voi poistaa sanoista ilman ongelmia.)

u = aPb’
vwr = b (10)
y = bp*(iJrj)CP7

(i+37<p,j>0). Nyt uwy = aPhp—(+3) op ¢ E.

u = aPbPct
vwr = ¢ (11)
y= P (i+3)
(i +7 < p,j > 0). Nollapumppauksella saadaan uwy = aPbPcP~(+7) ¢ E.

Vastaavasti kahta eri merkkia sisaltdvia osituksia ovat:

1.
u=a
vwz = a’bk (12)
y=brrer,
missd i+j =p, k <pjak,;7 > 0. Tamé& tapaus jakautuu edelleen kolmeen
mahdolliseen tilanteeseen.

(a) Jos v =a™, w=a’""b* jax = (1 <m < j), niin ositus palautuu
ylldolevaan tapaukseen (9). Samoin ositus v = ¢, w = a/b™, y = bF~™
(0 < m < k) palautuu tapaukseen (10).

(b) Josv =a™, w=a""b" *jaxr=0"(1<m<j 1<n<k), nin
wwarly = aPtmertEer ¢ B,

(c) Jos v = a?b™ tai x = a™b* (1 < m < k, 1 < n < j), niin sanaa
ylospéain pumpatessa muodostuu osajonoja ba, joita ei esiinny yhdes-
sdkéddn kielen sanassa.

2.
u = aPb’
vwz = bk (13)
y=c""

missd i + 7 = p, k < pjak,j > 0. Téssd tapauksessa kdy samoin kuin
edellisessé.

Koska sanaa z = aPbPc? € E ei voida osittaa yhteydettomien kielten pump-
pauslemman ehtojen mukaisesti, ei F ole yhteydeton.



L1 ja Lo sdannollisia. = L; N Ly sdénnollinen
L sdannollinen = L sdannollinen
L, yhteydeton, Lo sddnnollinen = L; N Ly yhteydetén

Taulukko 2: Todistuksissa kéytetyt sulkeumaominaisuudet

4 Sulkeumaominaisuudet

Joskus tutkittavan kielen muokkaaminen ennen pumppauslemman kayttamista
helpottaa todistuksen tekemisté, ja erdissid harvinaisissa tapauksissa se on jopa
valttaméatontikin.

Kielen muokkaamisessa kiaytetdan apuna kieliluokkien sulkeumaominaisuuk-
sia. Esimerkiksi sd@dnnolliset kielet ovat suljettuja leikkauksen suhteen, joten jos
L1 ja Ly ovat sddnnollisiéd, niin myos LN Lo on sdannollinen. Todistusmenetelmé
ominaisuudesta saadaan seuraavalla sdannolla:

L1 ja Lo sddnnollisia. = L; N Ly sdénnollinen,
joten
L1 N Ly ei ole sddnndllinen = joko L; tai Ly ei ole sdénnollinen.

Jos kieli Lo valitaan siten, ettd se on varmasti sddnnollinen, niin tutkittava
kieli L1 voidaan osoittaa epasddnnolliseksi tarkastelemalla leikkausta Li N Lo.
Yleensd pumppauslemmatodistuksissa kidytetddn vain seuraavia sulkeuma-
ominaisuuksia:
L1 ja Lo sdannollisia. = Ly N Ly sdannollisid
L sisnnollinen = L sdsinnollinen
L, yhteydeton ja Lo sddnnollinen =- L; N Lo yhteydeton

Tarkastellaan seuraavaksi esimerkkien avulla, miten niitd kiytetédén.

4.1 Sainnollisten kielten leikkaus

Yksinkertaisin esimerkki ei-sddnnollisesté kielesté, johon ei voida suoraan soveltaa
pumppauslemmaa on kieli:

F={a'b"c" |i>0,n>0}UL(D*c) . (14)

Ongelmana on se, ettd mitd tahansa kieleen kuuluvaa ei-tyhjdd merkkijonoa
voidaan pumpata. Tadmé& ndhddian tarkastelemalla unionin osia erikseen:

F=FUF
Fy = {a"b"c" | i > 0,n > 0}
Fy = L(b*c") .

Tarkastellaan sanaa x € Fy. Tilloin 2 = aa’b™c" jollain j,n > 0. Sana x voidaan
osittaa siten, ettd valitaan pumpattavaksi osuudeksi yksi ainoa a-merkki. Koska
Fy:n sanojen alussa saa olla mielivaltaisen monta a:ta, ei ylospain pumppaamalla
voida saada aikaan kieleen kuulumatonta sanaa. Mikéli j = 0 saadaan alaspdin
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Kuva 2: Kielen F' sanan ab”c? pumppaaminen merkkijonolla x = abPcP.

pumppaamalla aikaan sana b"c¢" ¢ Fj. Tadmé ei kuitenkaan riitd osoittamaan
F:n epasdannollisyytté, silld b"c™ € Fy, joten b"c™ € F.

Téssd tapauksessa tutkittava kieli siis koostuu kahdesta erillisestd sana-
joukosta joista toinen (Fy) on sddnnollinen ja toinen (F) ei, mutta ei-sdénnol-
listd osaa pumpatessa syntynyt vastaesimerkki sisiltyy sdannolliseen osaan.

Jotta F' voidaan todistaa epéasidéannolliseksi, niin tdytyy jotenkin padstd eroon
alikielestd F». Tdmé voidaan tehdd ottamalla F:n leikkaus kielen L(aa*b*c*)
kanssa:

Fn L(aa*b*c*) = {a, abe, abbee, aa, aabe, aabbee, . ..} = Fy

Kieli L(aa*b*c*) on sdannollinen. Jos F olisi sdénnéllinen, niin silloin vélttd-
méttd myos niiden leikkaus Fy olisi valttdmétta sdénnollinen. Joten, jos Fy ei
ole sd&nnollinen, niin ei myoskédédn F' voi olla sdédnnollinen.

Kielen F} voi todistaa epéasddannolliseksi suoraviivaisesti kdyttden sanaa abPcP.

4.1.1 Sidianndllisen kielen komplementti

Tarkastellaan kielté: o
G={a¥ | i # j} (15)
Téamén kielen voi todistaa epésadnnolliseksi suoraan pumppauslemmalla, mutta

sopivan vastaesimerkin 16ytdminen ei ole aivan yksinkertaista.
Todistus syntyy helpommin huomaamalla, etta

G={a"b"|m>0}=A4.

Koska sdannolliset kielet ovat suljettuja komplementin suhteen, voi G olla sédén-
noéllinen vain jos A on sddnnollinen. Koska A ei ole sddnnollinen, seuraa tésté
suoraan G:n episidannollisyys.

Suoraan pumpattava vastaesimerkki kielen siznnollisyydelle on z = aPb?,
missé p! tarkoittaa p:n kertomaa p! = 1 X 2 x -+ X p. Sitd kéyttdessd taytyy
tosin vield erikseen osoittaa, ettd kaikilla 1 < ¢ < p on olemassa jokin k € N
siten, ettd (p — i) + k-1 = pl.
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4.1.2 Yhteydettomin ja sidinnoéllisen kielen leikkaus

Yhteydettomat kielet eivét ole suljettuja leikkauksen suhteen, silld esimerkiksi
kieli {a™b"c" | n > 0} voidaan esittdid kahden yhteydettomén kielen {a"b"c'}
ja {a'b"c™} leikkauksena.

Sitdvastoin yhteydettomén ja sdénnollisen kielen leikkaus on aina yhtey-
deton, ja tétd seikkaa voidaan kayttda apuna todistuksissa. Esimerkiksi kieli:

H={a"b"a™b"c™ |n>1,m >0} U L(a"b"c"), (16)

joka on muodostettu samalla periaatteella kuin luvun 4.1 kieli F', ei ole yhtey-
deton, mutta kaikkia siithen kuuluvia sanoja voidaan pumpata yhteydettomien
kielten pumppauslemman ehtojen mukaisesti. Télldkin kertaa taytyy todistusta
tehtéessé leikata pois unionin oikean puolen tuoma sddnndéllinen alikieli:

H' = HnN L(aa*bb*a*b*c*) = {a™b"a™b™c™ | n > 1,m > 0} . (17)

Kieli H' voidaan osoittaa ei-yhteydettéméksi esimerkiksi sanalla aba?bPcP € H'.
Koska H' saatiin tutkittavan kielen ja jonkin sdinnéllisen kielen leikkauksena,
sen ei-yhteydettomyydestéd seuraa suoraan se, ettd myoskadan H ei voi olla yhtey-
deton.

4.1.3 Sulkeuma-argumenttien vaaroista

Eri kieliluokkien sulkeumaominaisuuksia kdyttettdessi taytyy olla tarkkana sii-
td, mihin suuntaan argumenttia kayttdd. Jos L; ja Lo ovat sddnndllisid, niin
myos Ly N Ly on sdédnnollinen, mutta Ly N Lo voi olla sdédnnollinen, vaikka
L ja Lo eivit ole. Esimerkiksi yllé esiteltyjen kielten A ja G:

A={a™b" | m >0}
G={a'V’ |i+#j}

tapauksessa A NG = () = L(0). Néin siis kahden ei-sdénnéllisen kielen leikkaus
voi olla sdannollinen.

Myoskadn se, ettd kieli sisdltdaa ei-sddnnollisen osajoukon ei ole riittava ehto
sen epésdannollisyydelle. Esimerkiksi kieli:

{b"c™ | m >0} U L(a™b*c")

on sddnnollinen, vaikka sen mééritelméssi esiintyy ei-sdannollinen kieli. Tadmé&
siksi, ettd kaikki kielen {b™¢™ | m > 0} sanat kuuluvat myos kieleen L(a*b*c*),
joten unioni ei itseasiassa lisdé tdhén yhtdédn uutta sanaa.

Todistuksissa kédytetddn sulkeumaominaisuuksista oikeastaan vain leikkaus-
ta ja komplementtia. Unionia ja katenaatiota ei kidytetd juuri lainkaan, silld ne
yleensé vain muuttavat kielen hankalammaksi késitelld. Erityisesti katenaation
kanssa tdytyy olla varovainen, silld sitd kayttad varsin helposti vadrddn suun-
taan. Turvallisinta onkin pitdytya ainoastaan leikkauksessa ja komplementissa.
Télloinkin on muistettava, ettd yhteydettomat kielet eivit ole suljettuja kum-
mankaan operaation suhteen.
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5 Yhteenveto

Pumppauslemmoilla voidaan osoittaa, etté kieli ei kuulu johonkin kieliluokkaan.
Toiseen suuntaan niité ei voi kayttasd. Niitd kdytetddn siten, etté:

1. Valitaan jokin sana x € L, |x| > p, missd p on kielestd L riippuva pump-
pauspituus.

2. Osoitetaan, ettd sanaa = ei voida osittaa siten, ettd pumppauslemman
ehdot toteutuvat.

Saannollisten kielten pumppauslemman intuitiivinen tulkinta on se, etté
ddrettoméan kielen tunnistavassa tilakoneessa téaytyy olla silmukka. Lemmalla
todistettaessa osoitetaan, etté kielen sanojen rakenne on sellainen, etté niité ei
voida tunnistaa kayttden silmukoita. Yhteydettomien kielten pumppauslemma
puolestaan sanoo, ettd didretonti kieltd vastaavassa yhteydettoméssa kieliopissa
jostain vilikkeestd saadaan johdettua se itse.

Joskus todistuksen teossa kaytetdan apuna kielten leikkausta. T&lloin ote-
taan tutkittavan kielen leikkaus jonkin sddnnollisen kielen kanssa, ja todistetaan
ettd se ei ole sddnnollinen tai yhteydeton. Tétéd ei kuitenkaan kannata tehda
turhaan, silld se lisdd uuden mahdollisen virhepaikan todistukseen. Samoin on
joskus helpompi todistaa kieli ei-sdénnolliseksi tekemélld todistus sen komple-
mentille.

6 Harjoitustehtivii

1. Osoita, ettd sivulla 2 méiritelty kieli L on yhteydeton, mutta ei séd&nnol-
linen.

2. Todista tasmaéllisesti, etté kieli Fj ei ole sdannollinen kdymalla 1api kaikki
annetun vastaesimerkin ositukset.

3. Todista tasmillisesti, ettd kieli H' ei ole yhteydeton kidymalld lapi kaikki
annetun vastaesimerkin ositukset.

4. Laadi kielen D tunnistava deterministinen minimiautomaatti.

5. Osoita, ettd kielet A, B, C, F ja G ovat yhteydettomid laatimalla ne
tuottavat yhteydettomét kieliopit.

5.% Osoita, etti kielet F ja H ovat yhteysherkit laatimalla ne tuottavat yh-
teysherkét kieliopit.
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