T-79.148 Tietojenkasittelyteorian perusteet

1.6 Aakkostot, merkkijonot ja kielet

Automaattiteoria ~ diskreetin signaalinkasittelyn perusmallit ja
-menetelmat

(~ diskreettien 1/0O-kuvausten yleinen teoria)

Input Output
“1011” .| Automaton

Automaatin kasite on matemaattinen abstraktio. Yleisella
tasolla suunniteltu automaatti voidaan toteuttaa eri tavoin: esim.
sahkopiirind, mekaanisena laitteena tai (tavallisimmin)
tietokoneohjelmana.
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Peruskasitteita ja merkintdja

Aakkosto (engl. alphabet, vocabulary): aarellinen, epéatyhja
joukko alkeismerkkeja t. symboleita. Esim.:

» bin&éariaakkosto {0,1};
» latinalainen aakkosto {A,B,...,Z}.

Merkkijono (engl. string): &arellinen jarjestetty jono jonkin
aakkoston merkkeja. Esim.:

» “01001", “0000”: bin&&riaakkoston
merkkijonoja;

» “TKTP”, “XYZZY": latinalaisen aakkoston
merkkijonoja.

» tyhja merkkijono (engl. empty string).
Tyhjassa merkkijonossa ei ole yhtaan
merkkid; sité voidaan merkita <:l14.

Merkkijonon x pituus |x| on sen merkkien maara.
Esim.: |01001| =5, [TKTP| =4, |[¢| = 0.
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Talla kurssilla keskitytdan paaosin automaatteihin, joiden:

1. syotteet ovat aarellisia, diskreetteja merkkijonoja
2. tulokset ovat muotoa “hyvaksy”/’hylkaa” (~ “syote
OK’/"sydtte ei kelpaa”)
Yleistyksia:
» darettdbmat syodtejonot (— “reaktiiviset” jarjestelmat,
Bilchi-automaatit)

» funktioautomaatit (— Moore- ja Mealy-tilakoneet, Turingin
funktiokoneet)
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Merkkijonojen valinen perusoperaatio on katenaatio eli jonojen
perakkain kirjoittaminen. Katenaation operaatiomerkkina
kaytetdadn joskus selkeyden lisddmiseksi symbolia ~. Esim.
KALA"KUKKO = KALAKUKKO;

josx =00jay = 11, niin xy = 0011 ja yx = 1100;

kaikilla X on Xe = ex = X;

kaikilla x, y, z on (xy)z = x(yz);

kaikilla x, y on |xy| = x| + |y

v

vV v.v Y
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Aakkoston X kaikkien merkkijonojen joukkoa merkitdan *:lla.
Esimerkiksi jos ¥ = {0, 1}, niin ©* = {¢,0, 1,00, 01, 10,...}.

Mielivaltaista merkkijonojoukkoa A C Y * sanotaan aakkoston ¥
(formaaliksi) kieleksi (engl. formal language).
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Vakiintuneita merkintdja

Em. matemaattisille kasitteille kaytetyt merkinnat ovat
periaatteessa vapaasti valittavissa, mutta esityksen
ymmarrettavyyden parantamiseksi on tapana pitaytya tietyissa
kaytanndissa. Seuraavat merkintatavat ovat vakiintuneet:

Aakkostot: X, T, ... (isoja kreikkalaisia kirjaimia). Esim.
bin&ariaakkosto ¥ = {0,1}.
Aakkoston koko (tai yleisemmin joukon mahtavuus): |X|.
Alkeismerkit: a, b, c, ... (pienia alkupaan latinalaisia kirjaimia).

Esim.: Olkoon X = {ay, ..., an} aakkosto; tallin
|X| =n.

Merkkijonot: u, v, w, X, Yy, ...(pienid loppupé&én latinalaisia
kirjaimia).
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Automaatit ja formaalit kielet
Olkoon M automaatti, jonka syo6tteet ovat jonkin aakkoston -
merkkijonoja, ja tulos on yksinkertaisesti muotoa “sytte
hyvaksytaan”/“sydte hylataan”. (Merk. lyhyesti 1/0.)
Merkitddn M:n syoétteelld x antamaa tulosta M(x):11a ja M:n
hyvaksymien syotteiden joukkoa Ay 114, so.
Ay = {x € ¥ | M(x) = 1}.

Sanotaan, ettd automaatti M tunnistaa (engl. recognises) kielen
Ay C X,
Automaattiteorian (yksi) idea: automaatin M rakenne heijastuu
kielen Ay, ominaisuuksissa.
Kaantaen: olkoon annettuna jokin toivottu I/O-kuvaus
f:X* — {0, 1}. Tarkastelemalla kielt&a

Ar ={xeX|f(x)=1}

saadaan vihjeita siitd, millainen automaatti tarvitaan kuvauksen
f toteuttamiseen.
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Merkkijonojen katenaatio: x"y tai vain xy.
Merkkijonon pituus: |x|. Esimerkkejé:
» |abc| = 3;
» olkoonx =a;...am,y =by...bp;
talldin [xy| = m +n.
Tyhja merkkijono: e.
Merkkijono, jossa on n kappaletta merkkia a: a". Esimerkkeja:
» a"=aa...a;
N—_——
n kpl
» |a'bick| =i +j +Kk.
Merkkijonon x toisto k kertaa: xX. Esimerkkeja:
» (ab)? = abab;
> |[xX| = K]|x]|.
Aakkoston X kaikkien merkkijonojen joukko: ¥*. Esim.:
» {a,b}* = {¢,a,b,aa,ab,ba,bb, aaa, aab,...}.
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Merkkijonoinduktio

Automaattiteoriassa tehdaan usein konstruktioita “induktiolla
merkkijonon pituuden suhteen.” Tama tarkoittaa, ettéa
maaritellaan ensin toiminto tyhjan merkkijonon ¢ (tai joskus
yksittdisen aakkosmerkin) tapauksessa. Sitten oletetaan, etta
toiminto on méaritelty kaikilla annetun pituisilla merkkijonoilla u
ja esitetddn, miten se talléin maaritelladn yhta merkkia
pitemmilla merkkijonoilla w = ua.

Esimerkki. Olkoon ¥ mielivaltainen aakkosto. Merkkijonon
w € Y* k&anteisjono (engl. reversal) wR maaritellaan
induktiivisesti s&dannailla:

1. R =g

2. josw =ua,u € ¥* acy, ninwk =a"uRk.
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Vaite. Olkoon ¥ aakkosto. Kaikilla x,y € ¥* on voimassa
(xy) =yRxR.
Todistus. Induktio merkkijonon y pituuden suhteen.

1. Perustapaus y = e: (xe)R = xR = RxR.

2. Induktioaskel: Olkoon y muotoay =ua,u € ¥*,a € %.
Oletetaan, etta vaite on voimassa merkkijonoilla x, u.

Talldin on:
byR = (xua)R
= a(xu)R [R:n mé&aritelma]
= a (uRxR) [induktio-oletus]
= (a"uR)xR [":n liitannaisyys]
= (ua)RxR [R:n maaritelm&]
= yRxR. 0O
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Induktiivista (“rekursiivista”) maaritelmaa voidaan tietenkin
kayttaa laskujen perustana; esim.:

(011)R = 17(01)R = 17(170R)
= 117(07eR) = 1107ER
= 1107¢ = 110.

Tarkeampaa on kuitenkin konstruktioiden ominaisuuksien
todistaminen maaritelmaa noudattelevalla induktiolla.
Esimerkki:
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1.7 Numeroituvat ja ylinumeroituvat joukot

Maaritelma 1.10 Joukko X on numeroituvasti &areton, jos on
olemassa bhijektio f : N — X. Joukko on numeroituva, jos se on
aarellinen tai numeroituvasti daretdén. Joukko, joka ei ole
numeroituva on ylinumeroituva.

Intuitiivisesti sanoen joukko X on numeroituva, jos sen alkiot
voidaan jarjestaa ja indeksoida luonnollisilla luvuilla:
X = {X0,X1,X2, -, Xn_1},
jos X on n-alkioinen aarellinen joukko ja
X = {Xo,X1,X2, ...},
jos X on numeroituvasti dareton.

Numeroituvan joukon kaikki osajoukot ovat myés numeroituvia
(HT), mutta ylinumeroituvilla joukoilla on sek& numeroituvia etté
ylinumeroituvia osajoukkoja. Siten ylinumeroituvat joukot ovat
jossain mielessa “isompia” kuin numeroituvat,
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Lause 1.11 Minka tahansa aakkoston X~ merkkijonojen joukko
Y * on numeroituvasti aareton.

Todistus. Muodostetaan bijektio f : N — Y * seuraavasti.
Olkoon X = {ay, ay, ..., an}. Kiinnitetd&n X:n merkeille jokin
“aakkosjarjestys”; olkoonse a; < a; < --- < ap.

Joukon X* merkkijonot voidaan nyt luetella valitun
aakkosjarjestyksen suhteen kanonisessa t. leksikografisessa
jarjestyksessa (engl. canonical t. lexicographic order)
seuraavasti:

» ensin luetellaan 0:n mittaiset merkkijonot (= ¢), sitten 1:n
mittaiset (= a1, ap, .. ., ay), sitten 2:n mittaiset jne.;

» kunkin pituusryhman sisalla merkkijonot luetellaan
aakkosjarjestyksessa.
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Itse asiassa milla tahansa ohjelmointikielella kirjoitetut ohjelmat
ovat kielen perusaakkoston (esim. C-kielessd ASCII-merkistdn)
merkkijonoja. Lauseen 1.11 mukaan mink& tahansa aakkoston
merkkijonojen joukko on numeroituvasti &éreton, joten myos
milla tahansa ohjelmointikielella mahdollisten ohjelmien joukko
on numeroituva.

Seuraavaksi todistetaan, etta kaikkien formaalien kielten joukko
on ylinumeroituva. Formaaleja kielia on siis “enemman” kuin
mahdollisia tietokoneohjelmia, ja siksi milladn ohjelmointikielella
ei voida laatia tunnistusautomaatteja kaikille formaaleille kielille.
(Tai toisin sanoen: on olemassa “periaatteessa mahdollisia”
I/O-kuvauksia, joita ei voida toteuttaa tietokoneella.)
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Bijektio f on siis:

0 — ¢
1 - a 2n+1 — ayay
2 — a
3n — apan
n — a
n+1 — aa N>+4+n — anan
n+2 — aa n+n+1 — ajaia;
n+n+2 — ajaa,
2n — aian : : [l
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Lause 1.12 Minka tahansa aakkoston X kaikkien formaalien
kielten perhe on ylinumeroituva.

Todistus (ns. Cantorin diagonaaliargumentti). Merkitaan
aakkoston X kaikkien formaalien kielten perhetta P(X*) = A.
Tehd&an vastaoletus: oletetaan, etta olisi olemassa kaikki ¥:n
formaalit kielet kattava numerointi:

A={Ag, AL Ay, ..}

Olkoot 3*:n merkkijonot kanonisessa jarjestyksessa Xg, X1, Xz, - . ..
Méaaritellaan em. numerointeja kayttaen formaali kieli A:

A={xieZ*|xi¢A}

Koska A € Aja A:n numerointi oletettiin kattavaksi, pitaisi olla
A = Ay jollakin k € N. Mutta talléin A:n maaritelman mukaan

Xk EA@XkﬁAk :A.

Saatu ristiriita osoittaa, etta vastaoletus on vaara. ]
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p>3

"_Kuvallisesti todistuksen idea

voidaan esittaa seuraavasti.

. Muodostetaan kielten
X | P 0 0 1 " Ag, A1, Ay, ... ja merkkijonojen
0 X0, X1, X2, ... “insidenssimatriisi”,
x1| 0 A 0 0 " jonka rivin i sarakkeessa j on arvo
0 1jos x; € A ja muuten 0. Tallgin
112 i " kieli A poikkeaa kustakin kielesta

X3 | O 0 0 0 Ay matriisin diagonaalilla™
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voi d confuse(char *p){

Todistus. Oletetaan vaitteen vastaisesti, etta tallainen funktio
hal t voitaisiin laatia. Muodostetaan tata kayttaen toinen
funktio conf use.

Merkitd&n funktion conf use ohjelmatekstia c:lla ja
tarkastellaan funktion conf use laskentaa talla omalla
kuvauksellaan.

Saadaan ristiriita:

int halt(char *p, char *x){ confuse(c) pyséhtyy

. [ * Funktion halt runko. */ &
} halt(c,c) ==
if (halt(p,p) == 1) while (1); &

confuse(c) eipysahdy.

Ristiriidasta seuraa, etté oletettua pysahtymistestausfunktiota
hal t ei voi olla olemassa. O
Samansukuisia ns. ratkeamattomia ongelmia on itse asiassa
paljon. Asiaan palataan kurssin loppupuolella.
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1.8 *Ekskursio: Turingin pysahtymisongelma

Lauseiden 1.11 ja 1.12 mukaan on siis olemassa formaaleja
kielia (1/0-kuvauksia), joita ei voida toteuttaa esim. C-ohjelmilla.
Enta jokin konkreettinen esimerkki téllaisesta?

Tunnetuin esimerkki on ns. Turingin pysahtymisongelma. (Alan
Turing, 1936). C-ohjelmia kayttéaen tulos voidaan muotoilla
seuraavasti:

Vdite. Ei ole olemassa C-funktiota hal t ( p, x) , joka saa
syotteenddn mielivaltaisen C-funktion tekstin p ja talle
tarkoitetun syotteen x ja tuottaa tuloksen 1, jos p:n suoritus
pyséahtyy syotteella x, ja 0 jos p:n suoritus x:1l14 jaa ikuiseen
silmukkaan.
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