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3.8 Yhteydetttmien kielten rajoituksista

Yhteydettomille kielille on voimassa saanndllisten kielten
pumppauslemman vastine. Nyt kuitenkin merkkijonoa on
pumpattava samanaikaisesti kahdesta paikasta.

Lemma 3.9 (“uvwxy-lemma”) Olkoon L yhteydetdn kieli.
Talloin on olemassa sellainen n > 1, ettd mika tahansa z € L,
|z| > n, voidaan jakaa osiin z = uvwxy siten, etta

(i) lvx| = 1,
(ii) lvwx| < n,
(iii) uv'wx'y € L kaikillai =0,1,2,....
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AN T

u v w X Yy

Merkkijono z voidaan nyt osittaa z = uvwxy, missa w on A:n
alimmasta ilmentymasta tuotettu osajono ja vwx seuraavaksi
ylemmasta A:n ilmentymasta tuotettu osajono; osajonot
saadaan johdosta

S =" UAy =" UVAXy =" uvwxy.

Timo Latvala kevat 2005

T—79.148 Tietojenkasittelyteorian perusteet

Todistus. Olkoon G = (V, %, P,S) Chomskyn
normaalimuotoinen kielioppi L:lle. Talléin missa tahansa G:n
jasennyspuussa, jonka korkeus on h, on enintaan 2" lehteé.
Toisin sanoen, minka tahansa z € L jokaisessa
jasennyspuussa on polku, jonka pituus on vahintaan log, |z|.

Olkoon k = |V — X| kieliopin G valikkeiden maéara. Asetetaan

n = 2K+1, Tarkastellaan jotakin z € L, |z| > n, ja sen jotakin
jasennyspuuta.

Edellisen nojalla puussa on polku, jonka pituus on > k + 1; talla
polulla on siis jonkin vélikkeen toistuttava — itse asiassa jo
polun k + 2 alimman solmun joukossa. Olkoon A jokin tallainen
valike.
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S

u v w Xx Yy

Koska siis S =* uAy, A =* vAX ja A =* w, 0osajonoja v ja x
voidaan “pumpata” w:n ymparilla:

S =* UAy =* uvAxy =* uv?Ax?y =* ... =* uv'Ax'y =* uviwx'y.

Siten uviwx'y € L kaikillai = 0,1, 2, .. ..
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Koska kielioppi G on Chomskyn normaalimuodossa ja
A =* VAX, on oltava |vx| > 1.

Koska edelleen vélikkeen A valinnan perusteella sen toiseksi
ylin ilmentyma on enintd&n korkeudella k + 1 jAsennyspuun
lehdistd, on tdhan ilmentymaén juurtuvan alipuun tuotokselle
voimassa pituusraja [vwx | < 2Kt1 =n, O
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4. TURINGIN KONEET o o
Turingin kone on kuin darellinen

automaatti, jolla on kaytossaan
nauha. Kone voi siirtda
nauha: >| T/ U/ R[ T[N|G|a]| |- nauhapaata vasemmalle tai

Alan Turing 1935-36.

nauhapii: r/f o_ik_efalle; se voi myos lukea tai
kirjoittaa nauhapé&én kohdalla
olevan merkin. Nauha on oikealle
gq: ~02 rajaton.
ohjausyksikko Q Churchin—Turingin teesi: Mika
5 tahansa mekaanisesti ratkeava

ongelma voidaan ratkaista Turingin
koneella.

Timo Latvala kevat 2005

T—79.148 Tietojenkasittelyteorian perusteet

Esimerkki. Tarkastellaan kielta
L = {a*bkck | k > 0}.

Oletetaan, etta L olisi yhteydetdn; valitaan parametri n lemman
mukaisesti ja tarkastellaan merkkijonoa z = a"b"c" € L.

Lemman 3.9 mukaan z voidaan jakaa pumpattavaksi osiin

Z = uvwxy, [vx| > 1, [vwx| < n.

Viimeisen ehdon takia merkkijono vx ei voi sisaltaa seka a:ta,
b:ta etté c:td. Merkkijonossa uv®wx% = uwy on siten ylijaaméa
jotakin merkkid muihin merkkeihin nahden, eika se voi olla
kielen L maaritelmassa vaadittua muotoa, vaikka lemman
mukaan pitéisi olla uwy € L.
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Turingin koneen kanssa ekvivalentteja laskentamalleja:

» Godelin—Kleenen rekursiivisesti maaritellyt funktiot (1936),
» Churchin A-kalkyyli (1936),

» Postin (1936) ja Markovin (1951)
merkkijonomuunnossysteemit, kaikki nykyiset
ohjelmointikielet.

Turingin koneet = ohjelmaointikieli.
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Maaritelma 4.1 Turingin kone on seitsikko

M =(Q,X,T,4, 0o, Yacc, qrej)a
missa:
Q on koneen tilojen &é&rellinen joukko;
3 on koneen syoteaakkosto;
I O X on koneen nauha-aakkosto (ol. ettd >, < ¢ I');
61 (Q —{Gacc, rej}) X (TU{>,<}) — Q x (TU{p,a}) x {L,R}
on koneen siirtymafunktio;
0o € Q on koneen alkutila;
Jacc € Q on koneen hyvéksyva ja
Orej € Q sen hylkaava lopputila.

vV v.v VY

v Vv

v
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Siis: siirtymafunktion arvoilta

5(g,a) = (d',b,A)

vaaditaan:

() jos b =, niina =»;
(ijosa=r,ninb=rjaA =R;
(i) josb =<, nina=<ja A = L.
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Siirtymé&funktion arvon

5(g,a) = (q’,b,A)

tulkinta:

Ollessaan tilassa q ja lukiessaan nauhamerkin (tai alku- tai
loppumerkin) a, kone siirtyy tilaan q’, kirjoittaa lukemaansa
paikkaan merkin b, ja siirtdd nauhapaata yhden merkkipaikan
verran suuntaan A (L ~ “left”, R ~ “right”).

Sallittuja kirjoitettavia merkkeja ja siirtosuuntia on rajoitettu,
mikali a = ‘>’ tai ‘<, ja siirtymafunktion arvo on aina
maarittelematon, kun q = gacc tai g = grej. Joutuessaan
jompaan kumpaan naista tiloista kone pysahtyy heti.
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Koneen tilanne on nelikko
(q,u,a,v) e Q x I x (Tu{e}) x I~

missa voi olla a = ¢, mikéli mybésu = c taiv = ¢.

Tulkinta: kone on tilassa g, nauhan siséltd sen alusta
nauhapaan vasemmalle puolelle on u, nauhapaan kohdalla on
merkki a ja nauhan sisalté nauhapaan oikealta puolelta
kaytetyn osan loppuun on v.

Mahdollisesti on a = ¢, jos nauhapaa sijaitsee aivan nauhan
alussa tai sen kaytetyn osan lopussa. Ensimmaisessa
tapauksessa ajatellaan, ettd kone “havaitsee” merkin ‘>’ ja
toisessa tapauksessa merkin ‘<.

Alkutilanne syotteella x = aja, . ..a, on nelikko
(qo, g,ag,ay... an).

Tilannetta (q, u, a, v) merkitaén yleensa yksinkertaisemmin
(q,uav), ja alkutilannetta syotteellé x yksinkertaisesti (go,X).
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Tilanne (q, w) johtaa suoraan tilanteeseen (q’,w’), merkitaéan
(@.w) - (', w),

jos jokin seuraavista ehdoista tayttyy: kaikilla q,q’ € Q,
uverlfabeljacelu{e}:

jos 6(g,a) = (9’,b,R), niin (q,uacv) + (q’, ubcv);
jos 6(g,a) = (q’,b,L), niin (q,ucav) kM(q’,ugbv);
jos 6(q,>) = (a’,>, R), niin (q,gcvwhzq@gvx
jos §(g,<) = (g’,b,R), niin (q, ue) (a’, ubg);
jos 6(g,<) = (q’, b, L), niin (q,ucg F(q’,uch);
jos 4(q,<) = (a’,<,L), niin (q, UCs) (q’,ug).

Tilanteet, jotka ovat muotoa (qacc,w) tai (grej, W) eivét johda
mihink&an muuhun tilanteeseen. Naissa tilanteissa kone

pyséahtyy.
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Esimerkki 1. Kieli {a®¢ | k > 0} voidaan tunnistaa Turingin
koneella

M= ({QO’ qlv qa007 Qrej}a {a}a {a}a 55 CIO, qacm ql‘Gj)v

Kaavioesitys:

a/a,R
(do, @) (q1,a,R), H @
5(a1,a) = (do,a,R), a/aR
5(9o,<) = (Yacc,<,L), </< L a/4,L
(a1, <) = (

0O )
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Tilanne (q,w) johtaa tilanteeseen (q’,w’), merkitaéan

(@.w) (@', w),

jos on olemassa tilannejono (go, Wp), (d1,W1), ..., (Qn,Wn),
n > 0, siten etta

(9, W) = (do, Wo) |- (1, W1) - -+~ 1= (n, Wn) = (&', W').

Turingin kone M hyvaksyy merkkijonon x € ¥*, jos

(do, X ) *(Qace, W) jollakin w € I*;

muuten M hylkaa x:n.
Koneen M tunnistama kieli on:

L(M) = {X eyr” ‘ (QOv ) *(qacm )jollakin W € r*},
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Kaavioesityksessa kaytetyt merkinnat:

Tila q
Alkutila
Hyviksyvi lopputila (Qacc)

Hylkivi lopputila (Cye;)

a/b, A 0 Tilasiirtyma 6(q,a) = (q’,b, A)

|
H WO &
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a/a,R

@ @

a/a,R
</4,L a/q,L

O )

Koneen M laskenta esimerkiksi syttteella aaa etenee
seuraavasti:

(g0, aaa) - (g1,aaa) - (qo,aaa)

- (g1, aaacs) - (Orej, @a@).

Kone pysahtyy tilassa gy, joten aaa ¢ L(M).
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Koneen laskenta syétteella

aabbcc: a/a R b/b. R
(9o, @aabbcc) F (gy, Aabbcec) B/B,R C/})C R
d1, Aabbcc) - (g2, AaBbcc) -

( - I~ a/AR T byB,

(g2, AaBbcc) - (g3, AaBbCc) Go 1 a2
(ds, AaBbCc) - (d3, AaBbCc) - | 2/AR c/oiL
(03, AaBbCc) I (g4, AaBbCc) -

(

(a2, AABBCc)

(

(

(

(

(

+ (91, AABbCc) + A/AR

+ (92, AABBCc) F @ @ @
q37AABBQC) + (q37AAB§CC) - <1/<17|_
03, AABBCC) I- (g3, AABBCC)
04, AABBCC) I (gs, AABBCC) B/
s, AABBCC) - (gs, AABBCC) - C/
Os, AABBCC¢) I (Qace, AABBCC).

Timo Latvala kevat 2005

T—79.148 Tietojenkasittelyteorian perusteet

Esimerkki 2. Kielen {a“bXc* | k > 0} tunnistava Turingin
kone:

g//aB’,Féz E/})C,RR

a ) a/AR b/B,
do & b2 Selkeyden vuoksi ei koneen
a/4,L a/A,R c/C,L hylkaavaa lopputilaa gy ole

téssé esitetty eksplisiittisesti.
Tulkinta on talldin, etté kaikki
kaaviosta “puuttuvat” kaaret

a/4,L %3/8, R U bC//t?i_L johtavat tahan tilaan.
@ B/B.L
a/a,L
B/B,R
C/C,R
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