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Toteutuvuus I

Maaritelmad 10.15 Lause @€ L (tai lausejoukko Z C £) on
toteutuva, jos ja vain jos ainakin yksi struktuuri S on sen malli.

Esimerkki 10.16 Osoitetaan lause IXVYP(X,y) toteutuvaksi antamalla
sille malli. Olkoon struktuurin § universumi U = {1,2} ja predikaatin P
tulkinta PS = {(1,1),(1,2)}. Tallsin:

1. (1,1) e pPS = <x,y>5[x'—’1»yH1} c pSk—Ly—1]
= Sx— Ly~ 1 EP(xy).
2. (1,2) e P = <x7y>5[x'—’1»YHZ} c pSix—1y—2]
= Sx— 1y~ 2= P(xy).
Siis S[x— 1] = VyP(xy) ja S |= 3XYP(x,y). -
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1. SEMANTTISET PERUSKASITTEET I

O Verrattuna lauselogiikan tapaukseen semanttisten peruskasitteiden
maaritelmat sdilyvat muodoltaan samanlaisina.

0 Olennaisena erona on, ettd loogisten lausekkeiden rakenne on
monimutkaisempi ja ettd struktuurit korvaavat totuusjakelut.

Maaritelma 10.13 Struktuuri S on lauseen @€ L malli, jos ja vain
jos S = @ (eli lause @ on tosi struktuurissa .§).

Madritelmad 10.14 Struktuuri S on lausejoukon X C £ malli
(merkitddn S |= %), jos ja vain jos S = @ kaikille lauseille @€ X.

\_
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Maaritelma 10.17 Lause @€ L on pateva (merkitdan = @), jos ja
vain jos S |= @ kaikille kielen L struktuureille S.

Esimerkki 10.19 Osoitetaan = IxP(X) < =Vx—P(x).

Kaikille kielen L struktuureille S ja vastaaville universumeille U patee:

S = IXP(X)
<= jollekin a€ U pitee S[x— a] = P(x)
<= ei ole niin, ettd kaikille a€ U patee S[Xx+— a] [~ P(x)
<= i ole niin, ett3 kaikille a€ U pitee S[x+— a] = —-P(X)
— S FEYXP(x)
= S YXP(x).
Siis § |= IXP(X) < —¥x—P(X) riippumatta struktuurista S. [ ]
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Looginen seuraavuus I

Maaritelma 10.20 Lause @€ L on lausejoukon Z C £ looginen
seuraus (merkitdan X = @), jos ja vain jos S = @ kaikille § = 2.

Esimerkki 10.21 Osoitetaan {VXP(X)} &= IxP(X). Tarkastellaan mit3
tahansa kielen £ struktuuria §, jolle S |= VxP(x). Tallgin:

S = YxP(x)
= kaikille ae€ U patee S[x+— a] = P(x)
—> jollekin ac U patee S[x+—a] =P(x) [U #0]
= S 3IXP(x).

\_

Siis {VXP(x)} = 3xP(x). [ |
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Vastamallit.

Olkoon @€ £ mik3 tahansa lause ja ~ C £ mika tahansa lausejoukko.
O Jos [= @ niin vastamalli on struktuuri S siten, ettd S = @.

O Jos X B~ @, niin vastamalli on malli § |= X siten, ettd S [~ @.

Esimerkki 10.23 Luokitellaan viikonpaivia seuraavalla lausejoukolla:

tentti(tiistai),

tentti(keskiviikko),

luento(keskiviikko),

Vx(—tentti(X) A —luento(X) — vapaa(X))

Onko X |= vapaa(perjantai)? Ei, koska Idytyy vastamalli S, jonka
perusteella X b~ vapaa(perjantai) eli § =X ja S [~ vapaa(perjantai)!

~
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2. PERUSKASITTEIDEN VALISET YHTEYDETI

[ Lauselogiikan tapauksessa esitettiin joukko loogisten

Perusk3sitteet ja normaalimuodot

paattelytehtavien valisid muunnoksia.

O Na&itd voidaan hyddyntdd myds predikaattilogiikan tapauksessa.

Viite 10.27 Olkoon @ ja Y kielen L lauseita ja £ C L lausejoukko.
L o=y <= EFo=U.
2. F9p = 00
3. {0, ..., EFO = E@®A..ANh— @

4. =@ < ZU{-@} on toteutumaton.

5. E @ < —@on toteutumaton.

- J
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3. PRENEX-NORMAALIMUOTO I

O Predikaattilogiikan lause @ € £ on prenex-normaalimuodossa,

mikali se on syntaktiselta rakenteeltaan muotoa

QX1 QX2+ - QpXn Y,

missad jokainen @ on kvanttori ja alikaava | ei sisalld kvanttoreita.
Esimerkki 11.1 Seuraavat /auseet ovat prenex-normaalimuodossa:
P(a)

vx3yQ(x,y)
VxaAywz2vw(P(x) — (Q(Y,2) — R(Zw,Xx)))

Vaite 11.4 Jokaiselle predikaattilogiikan lauseelle @ € L on olemassa
prenex-normaalimuodossa oleva lause Y € L siten, ettd Y= @.

- J
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Lauseiden muuttaminen prenex—normaalimuotoon'

Menettely on seuraava mille tahansa predikaattilogiikan lauseelle:

Peruskdsitteet ja normaalimuodot

1. Poistetaan ekvivalenssit: IxP(X) < =Vx-P(x)
~  (IXP(X) = VXP(X)) A (=¥X-P(X) — IXP(X)).
2. Poistetaan implikaatiot:

IXP(X) — VX-P(X) ~» —3IXP(X) V =Vx-P(X).

3. Siirretddn negaatiot atomisten kaavojen eteen:
—3IXP(X) V =VX-P(X) ~  Vx=P(X) V3Ix-=P(x) ~
Vx=P(X) V 3XP(X).

4. Tuodaan kvanttorit ulos kaavarakenteesta: Vx=P(X) V 3xP(x)
~  IXX-P(X)VP(X)) ~ 3Ixvy(=P(y)VvP(x)).

- J
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Kvanttoreihin liittyvat muunnokset'
Yy~ 3y (11.2)
-y~ Yy (11.3)
Woly)Ve ~ VZ(o(z)vy) (11.4)
UVYe(y) ~ vzuve(z) (115)
WoY) AW~ VZ(0(2)AY)  (11.6)
WAYD(Y) ~ VZWAe(z) (117)
WoY)Ve ~ 3zé(Vy) (118)
GWVIyd(y) ~ FzZWVé(2) (11.9)
WOY)AY ~  FzZ$(D)AY) (11.10)
WAIYR(Y) ~ FZWAd(2) (1111)
Muunnoksissa (11.4)—(11.11) y korvataan uudella muuttujalla z, mikali
Yy esiintyy vapaana alikaavassa ). Muussa tapauksessa z voi olla y!
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Esimerkki 11.3 I

VX(P(X) — 3zR(z,x)) — IXQ(X)
=VX(P(x) — 3zR(z,x)) V IxQ(X)
=VX(=P(x) vV 3zR(z,x)) V IXQ(
Ix—(=P(x) V 3zR(z,x)) v IxQ(
IX(==P(x) A—3ZR(z,X)) V IXQ(X)
IX(P(x) A =3zZR(z,x)) vV IXQ(X)
IX(P(X) AVZ=R(z,x)) vV IXQ(X)

X)

X)

Ix3y((P(y) AVz=R(z,y
IAy(Vz(P(y) A —R(z
Ixayvz((P(y) A —R(z,

2

O O A A A A A

)V
( y)V
( y)V
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4. KONJUNKTIIVINEN NORMAALIMUOTO I

Predikaattilogiikan tapauksessa Literaalit ovat joko

Peruskasitteet ja normaalimuodot

1. atomikaavoja P(T) (eli positiivisia literaaleja) tai
2. atomikaavojen negaatioita —P(t) (eli negatiivisia literaaleja),
missa T tarkoittaa termien ty,...,t, sekvenssid ja P € B,.

Maaritelmd 11.5 Lause o € L on konjunktiivisessa
normaalimuodossa, jos ja vain jos 0 on prenex-normaalimuodossa
QX1 QX2+ QuXn@(Xa, - .., Xn), missd kvanttoreita sisiltim3tdn osa
O(X1, ...,Xn) on konjunktio @ A--- A @ ja jokainen @ on literaalien
disjunktio 11V ... VIny.

Esimerkki 11.6 Seuraava lause on KNMssa:

VAYWZ((-P(x,y) v Q(Y; X)) AR(2) A (=R(X) VP(y,2) VQ(x, 2))).
- J
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Konjunktiivisen normaalimuodon hakeminen'

O Tarvittaessa prenex-normaalimuodon kvanttoreita sisdltimatdn osa

Perusk3sitteet ja normaalimuodot

voidaan jarjestdd konjunktiiviseen normaalimuotoon seuraavasti:
OV(eAD) ~ (dVQA(dVY)
(@AY)VE ~  (eVo)A(WV )

O Jokaiselle predikaattilogiikan lauseelle on olemassa KNM.

Esimerkki 11.8 Muunnetaan edelld johdettu prenex-normaalimuoto

edelleen konjunktiiviseen normaalimuotoon:

BAYWVZ((P(y) A-R(zy)) v Q(X))
~ IAWZ(P(y) VQX)) A (-R(zy) vV Q(X))).
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5. EKSISTENSSIKVANTTORIEN ELIMINOINTI I

O Tarkastellaan kahta kokonaislukuja koskevaa vaittamaa:

Ivy(x+y=y) ~ Wy0+y=y)
VxIy(x+y=0) ~ ¥X(X+—(x)=0)

Peruskdsitteet ja normaalimuodot

O Menettely voidaan yleistdad prenex-normaalimuodossa QX@ olevan
kaavan ensimmaisen eksistenssikvanttorin JX poistamiseen:

1. Jos kvanttori 3X on sekvenssin QX ensimmainen, poistetaan 3X
sekvenssistd ja korvataan niin syntyvdt muuttujan X vapaat
esiintymat jollain uudella vakiolla c.

2. Jos kvanttoria 3X esiintyy sekvenssissa QX universaalikvanttorien
VY1 - - - VYYn jélkeen, poistetaan kvanttori 3X ja korvataan ndin
syntyvdt muuttujan X vapaat esiintymit termilld f(y1,...,¥n),

missd f on uusi funktiosymboli.

(© 2008 TKK / Tietojenkasittelytieteen laitos
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Skolemointi I

O Eksistenssikvanttorien eliminointia kutsutaan myos skolemoinniksi.

O Menettelyssa valittavia uusia vakio- ja funktiosymboleita
kutsutaan Skolem-vakioiksi ja -funktioiksi.

Esimerkki 11.10 Suoritetaan skolemointi seuraaville lauseille:

IxP(x) ~ P(c).
IVYIXP(xy) ~  VYP(E(y),y).
WAY(PLY) AQYX) ~  X(P(x, (X)) AQ(F(X).X)):
VXAWZAWP(w,z,y,X) ~  VXVzP(g(X,2),z f(X),X).
IAWZP(X, Y,z X) ~ VzP(c1,C2,7,C1).
Vx3AydzP(x,y,z) ~»  VXP(X, f1(X), f2(X)).
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Skolemoinnin loogiset ominaisuudet'

O Prenex-normaalimuodossa olevan lauseen ¢ skolemoitu muoto ¢’

ei valttamatta ole loogisesti ekvivalentti lauseen ¢ kanssa.
Esimerkki 11.12 Lause 3XP(X) ja sen skolemoitu muoto P(c).
1. Nyt = P(c) — 3xP(x), mutta [~ IXP(x) — P(c).
2. Vastamalli §: universumi U = {1,2}, ¢’ =1 ja P° = {2}.
Nyt § = 3xP(x), mutta S - P(c).
Teoreema 11.11 Olkoon ¢ Prenex-normaalimuodossa oleva
predikaattilogiikan lause ja ¢’ sen skolemoitu muoto. T3lléin

¢ on on toteutuva <= ¢’ on toteutuva.

- J
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6. KLAUSUULIMUOTO I

Mille tahansa lauseelle voidaan hakea klausuulimuoto seuraavasti:
1. Haetaan prenex-normaalimuoto.

2. Muunnetaan tdma konjunktiiviseen normaalimuotoon.

3. Tarvittaessa poistetaan eksistenssikvanttorit skolemoimalla.

4. Kirjoitetaan klausuuliesitys (joukko literaalien joukkoja).

~ VxAZ(P(X) A=Q(x,2)) VR(X))

vx3zZ((P(x) VR(X)) A (-Q(%,2) V R(X)))
VX((P(X) VR(X)) A (=Q(x, F(x)) VR(X)))

{{P(X),ROQ}, {=Q(x, f(x)),R()}}.

¢ ¢

Esimerkki 11.13 Lauseen VX(—(P(x) — YyQ(X,Y)) V R(X)) tapaus:
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Muutama vinkki.

O Muista my6s, ettd =(@ A A@r— @) = @QLA--- AP A Q.

universaalikvanttoreita (mikili mahdollista).

Esimerkki 11.14 Konjunktion VXP(x) A 3xQ(X) jasenille saadaan
klausuuliesitykset {{P(x)}} ja {{Q(c)}} ja n&in ollen koko lauseen
klausuuliesitykseksi naiden unioni {{P(x)},{Q(c)}}.

Esimerkki 11.15 Siis VxP(x) V 3xQ(X) kirjoitetaan muotoon
IXVY(P(Y) vV Q(X)) eikd muotoon ¥x3Iy(P(X) VvV Q(Y)).

\_

O Jos lause on muodoltaan konjunktio @A ...\ @, on mahdollista
saattaa konjunktion jasenet @1,..., @ klausuulimuotoon erikseen.

O Existenssikvanttorit kannattaa tuoda ulos lauserakenteesta ennen

(© 2008 TKK / Tietojenkasittelytieteen laitos
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TAVOITTEETI

Olet kerrannut semanttisten peruskasitteiden

toteutuvuuden, patevyyden, loogisen seuraavuuden ja ekvivalenssin
maaritelmat sekd ymmarrat niiden valiset kytkennat.

Osaat hakea mille tahansa predikaattilogiikan lauseelle

1. prenex-normaalimuodon,

2. konjunktiivisen normaalimuodon ja

3. klausuulimuodon.

Tiedat, ettei skolemointi sidilytd loogista ekvivalenssia ja mit3
rajoituksia siitd seuraa ajatellen klausuulimuodon kaytt6a.
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PAIVAN PAHKlNAI

Tutki eksistenssikvanttorien eliminoinnin vaikutusta muunnoksen

kohteena olevan prenex-normaalimuodon pituuteen.

O Hae esimerkkejd prenex-normaalimuodossa olevista lauseista,

joiden pituutta skolemointi kasvattaa voimakkaasti.
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