T-79.5101 LLJ / Kevidt 2006 ML-5

4 N

MODAALILOGIIKKOJEN TODISTUSTEORIAA I

1. Hilbert-tyylinen todistusteoria
2. Virheettomyys

3. Taydellisyys

4. Yleistys lokaaleille premisseille

5. Esimerkkejad (T, S5 ja KD45)

M. Fitting: Basic Modal Logic, luku 1.7 (s. 387 — 391).
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1. Hilbert-tyylinen todistusteoria'

Modaalilogiikalle K:
Klassiset aksiomat: Kaikki tautologiat.
Modaaliaksiomat: Kaikki muotoa
O(P—Q) —(BP—DQ)
olevat lauseet.
PP—Q

Modus Ponens -sdant6: ————

Q

Valttamattomyyssdanto (N-sdantd): —

4 N

Todistusjdrjestelmat yleisesti

Todistusjarjestelm3 on (syntaktinen) kalkyyli, jolla osoitetaan, ettd
annettu lause on patevid/seuraa loogisesti lausejoukosta.

Antaa ldhtdkohdan paattelyn automatisoinnille.
Erilaisia todistusjarjestelmia:

e Aksiomaattinen (Hilbert-tyyppinen) todistusteoria

Luonnollisen paittelyn menetelmat

Taulumenetelm3at

Resoluutio
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Johto ja todistus I

Maaritelma. Lauseen P K-johto lausejoukosta Z on déarellinen jono
lauseita @1, ...,@, siten, ettd @, = P ja kaikille i=1,...,n

1. g eZtai
2. @ on joku K:n aksiomista tai

3. @ saadaan Modus Ponens -sddnndlla tai N-s3anndlld jonon

aiemmista lauseista.
Merkintitapa: 2k 0 = P (tai ZFk P)

Lauseen P K-todistus on lauseen P K-johto tyhjastad lausejoukosta.

Merkintitapa: 0tk 0 = P (tai Fx P)

\

(K&sitellddn ensin tapausta, jossa ei ole kiytdss3 lokaaleja premisseja.)

~
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Niaytetdan lause T «» OT K-todistuvaksi:

1. 7T (Taut)
2. 07T —(T—0OT) (Taut)
3 OT (N,1)
4. T—OT (MP,2,3)
5. T—(OT—=T) (Taut)
6. OT —T (MP,1,5)
7. OT—->T)—=(T—0OT)—(T«<0OT)) (Taut)

8 (T—0OT)—=(T+«0OT) (MP,6,7)
9. T« 0OT (MP,4,8)
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Johdettuja sdant6ja (1) I

R-saants: Dg%gQ
P—Q
o(P—Q) (N,1)
O(P—Q)— (OP—0Q) (K)
OP — 0Q (MP,2,3)

Pl/\/\Pn—>Q

Yleistetty R-sdanto:
y OPLA---AOP, — 0Q
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Johdettuja sdantaoja (I1) I

P—
R<{-sddnto: P 500 SQ
1. P—Q
2. (P—Q) —(-Q—-P) (Taut)
3. Q—-P (MP.1,2)
4. 0-Q—0O-P (R,3)
5 (0-Q— 0-P) — (-O0-P— -0-Q) (Taut)
6. -0-P—-0-Q (MP,4,5)
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2. Virheettomyys I

Todistusmenetelman virheettémyys:
Jos lause on johdettavissa, se on myds looginen seuraus.

Teoreema. Jos 2+ 0 = P, niin Z = 0 =P
(lyhyemmin merkittyna: jos X g P, niin £ = P).

Todistus.
Olkoon lauseelle P K-johto @,...,@(= P) lausejoukosta .

Todistetaan induktiolla Z =k @ (eli @ on patevi jokaisessa mallissa,
jossa X on pateva) kaikille i=1,...,n.

Siis todistetaan induktiolla kaikille i =1,...,n, ettd C |= @, miss3
C={M|MEZ}.

/
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/Induktiotodistus '

o (i=1): Jos @ € Z, selvasti C |= @ (joukon C maaritelma).

~

Jos @1 on klassinen tautologia tai muotoa
O(P— Q) — (OP — 0Q), niin C = ¢ jokaiselle mallijoukolle C

[Mahd. maailmojen semantiikan perusteoreemal

e (i >1): Kuten yll3, jos @ € Z, on klassinen tautologia tai muotoa
O(P— Q) — (OP — OQ), niin C = @.
Jos @ on saatu jonon aiemmista lauseista MP- tai N-s3annoll3,
induktio-oletuksen mukaan ko. aiemmat lauseet ovat C-patevia.
Koska C-patevien lauseiden joukko on suljettu MP- ja N-sddannon
suhteen [Mahd. maailmojen semantiikan perusteoreema), C = @.

Siis kaikille i=1,...,n, @ on C-piteva, joten X =k @.

Niin ollen Z =k P(= @¢n). [
N K /
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3. Taydellisyys I

Todistusmenetelman t3ydellisyys:

Jos lause looginen seuraus, se on myds johdettavissa.
Teoreema. Jos X =x P, niin ZH¢ P.
Todistuksen idea: Oletetaan, ettd X [/ P.
Jatkossa osoitetaan, ettd X [~k P.

Tam3a tehdddn muodostamalla kanoninen malli ¢, missd kaikki
joukon X lauseet ovat patevid ja kaikilla Q, joille = ¥k Q, on olemassa
mallin maailma s, jossa # ,s ||~ Q.

Mallin maailmat ovat maksimaalisesti konsistentteja lausejoukkoja,
jotka konstruoidaan Lindenbaumin lemman avulla premissijoukosta .

\ /
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(Epa)konsistentit joukot I

Méaritelma. Adrellistd joukkoa A = {A;,...,Aq} sanotaan
>-epakonsistentiksi, jos Tk = (T AALA - AAR).

Huom. Tyhj3 joukko on Z-epidkonsistentti, jos Z g —T.

Madritelma. Joukkoa A sanotaan X-konsistentiksi, jos mikddn sen
adrellinen alijoukko ei ole Z-epdkonsistentti.

Koska oletimme, ett3 lauseelle P ei ole olemassa K-johtoa
lausejoukosta Z, lausejoukko {—P} on Z-konsistentti.

(0 on myds Z-konsistentti, koska =T — P on K-todistuva/tautologia.)

\_ /
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Lemma. Jos joukko Son Z-konsistentti, niin on myds jokainen sen
alijoukko S C S

Todistus. Jos jokin alijoukko ei olisi Z-konsistentti, olisi olemassa sen
>-epakonsistentti alijoukko A, mutta AC S joten Sei olisi
>-konsistentti, ristiriita. [ |

Lemma. Jos joukko A on Z-konsistentti ja =0Z € A, niin A*U {=Z}
on myds Z-konsistentti, missi A* = {Q|O0Qe A}.

Todistus. Oletetaan, ettd A*U{-Z} on Z-epakonsistentti.

Tillsin on olemassa {Aq,...,Ay} C A% jolle
Zhk 2(TAALA - ANAVAZ).

K(koska S(TAALA--AAY) = (TAALA---ANAnA—Z) on tautologia)./
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Jatketaan johtoa:

1. ~(TAAA--AAA—Z)

2. 2 TV-AV---V-AVZ (Prop, 1)
3 (TAALA---ANAR) —Z (Prop,2)
4. (OTAOALA---ANOA,) —OZ (GR,3)

5 OT — ((BALA---AOA,) — 0Z) (Prop,4)

6. T—0OT (Ks. s. 5)
7. T—((OALA---AOA,) — OZ)  (Prop,5,6)
8. (TAOALA---ANDA,) —OZ (Prop,7)
9. —(TAOALA---ANOAA-OZ) (Prop, 8)
— A on S-epikonsistentti (ristiriita), joten A*U{-2Z}
>-konsistentti.

\_
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Lindenbaumin lemma '

Maaritelma. I on maksimaalisesti 2-konsistentti, jos [ on

>-konsistentti ja kaikki ylijoukot I’ D T ovat Z-epikonsistentteja.

Lemma. (Lindenbaum) Jokainen Z-konsistentti joukko voidaan
laajentaa maksimaalisesti Z-konsistentiksi joukoksi.

jonoon Qq,Q1,... ja madaritellddn joukot Ag,Aq,... ja A seuraavasti:
Do =A.

Ni_1U{Qi—1}  jos Aj_1U{Qi_1} Z-konsistentti
Ni_1U{-Qi_1} muutoin

A= Jn

i>0

A =

Todistus. Olkoon A X-konsistentti. Jarjestetddn kaikki modaalilauseet
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(i) ACA
(i) Kaikille i =0,1,..., joukko &j on Z-konsistentti.

Mg on Z-konsistentti.
Olkoon Aj_1 on Z-konsistentti.

Oletetaan, ettd Aj on Z-epiakonsistentti. Talloin

N =N_1U{-Qi_1} ja A_1U{Qi_1} on Z-epikonsistentti.

Siis on olemassa {A{,...,AL} CAi_g, jolle
Sk 2(TAAT A AAT AQiZ1)
sek3 {AI,...7A:,} C Aj_1, jolle
Shk ~(TAAT A AA~ A=Q 1),
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Jatketaan ndihin liittyvid johtoja:
1L ~(TAATA--AALAQ1)

2. A(TAALA-NA_AN=Qi 1)

3. Qi,1—>—|(—|—/\AI/\~~/\A:+) (Prop,1)
4. ﬁQi,l—)ﬁ(T/\AI/\.../\Ar:i) (Prop, 2)
5.

~(TAA] A= AAF )V
S(TAALA--AAL) (Prop,3,4)
6. —(TAATA---AALAATA---AAZ)  (Prop,5)

—> Aj_1 on Z-epakonsistentti, ristiriita.
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(iii) Unioni A on Z-konsistentti.
Oletetaan, ettd A on Z-epdkonsistentti.
Siis on olemassa {Ag,...,Aqn} C A, jolle

Sk (TAALA - AAY).

Taten On olemassa i > 0, jolle {Ag,..., Ay} CA.
—> A\ on Z-epikonsistentti, ristiriita.

(iv) Unioni A on maksimaalisesti Z-konsistentti.
Olkoon AU{Z} X-konsistentti jollekin Z & A.
Koska Z = Q; jollakin i, AU{Q;} on Z-konsistentti.
Koska A U{Qi} CAU{Q;i}, A U{Qi} on Z-konsistentti [lemmal].
Siis Z € Aiy1 C A, ristiriita.

(i-iv) = A on maksimaalisesti Z-konsistentti joukon A laajennus.

\_
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Aputuloksia (jatkoa) I

Propositio. Kaikille maksimaalisesti Z-konsistenteille joukoille T,
(i) ZCT ja (i) joko Z €T tai =~Z €T kaikille lauseille Z.

Todistus. (i) Oletetaan Z € Z—T. Talléin T U{Z} on
>-epikonsistentti ja on olemassa {A1,...,An} C T, jolle
Stk (TAALA---ANANAZ). Jatketaan kyseistd johtoa:
L —(TAALA---NANZ)

2. Z—~(TAALA---NAy) (Prop,1)

3. Z (GP)

4. —(TAALA---AAY) (MP,2,3)

Siis 2 kg ﬁ(T/\AlA-“AAn).

= [ on Z-epdkonsistentti, ristiriita ja ZCT .

\

~
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(ii) Koska ' on Z-konsistentti, {Z,-Z} ZT (=(TAZA—Z)
tautologia). Oletetaan Z ¢ T ja ~Z ¢ T.

Siis on olemassa {A{,...,Ap} CT, jolle Tk —(T/\Af/\---/\Af+ NZ)
sekd {A,...,A_} CT, jolle -k ~(TAA A---ANA_ AN=Z).

Jatketaan kyseisid johtoja:

1L ~(TAATA--AALNZ)

2. ~(TAA[A-AAL A-Z)

3. Z——(TAAA---AAR) (Prop, 1)
4. —Z—(TANAA--AAD) (Prop,2)
5. =(TAATA---AALAATA---AAZ)  (Prop,3,4)
— [ on Z-epikonsistentti, ristiriita.

Siis joko Z € T tai =Z €T kaikille lauseille Z. ]

\_ /
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Kanoninen malli I

Konstruoidaan kanoninen malli # = (SR, V) seuraavasti:

e Son kaikkien maksimaalisesti 2-konsistenttien joukkojen luokka.
e Kaikille st € S sRt joss §* Ct.
e Kaikille atomilauseille Q: v(s,Q) =true joss Q€ s.
Propositio. Kaikille lauseille Q, kaikille s€ S patee:
M ,S||— Qjoss QEs.
Todistus. Kiytetddn rakenteista induktiota:

o Lause L: a7 s/ L.

Oletetaan, ettd L € s. Koska ZFk —(T A L), joukko son
>-epakonsistentti, ristiriita ja | & s.

. /
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o Modaalilauseeet muotoa —Q: 2 ,s ||— —Q joss M ,S ||~ Q joss [IH]
Q ¢ s joss [1. propositio] "Q € s.

e Atomilauseet Q mallin & ma3aritelman nojalla.

e Modaalilauseet muotoa OQ:
(<) Olkoon OQ € s. Jos SR, niin s Ct, Qct ja
Mt |- Q [IH]. Siis & ;s ||- OQ.
(=) Olkoon OQ ¢ s. T&lldin —~0OQ € s [1. propositio].
Nyt to = S*U{—=Q} on Z-konsistentti [2. lemma] ja to:lla on maks.
>-konsistentti laajennus t [Lindenbaum].

Nyt SRt, koska ¥ Ct. Koska “Q €ty Ct, Q ¢t [1. propositio].
Siis o ,t || Q [IH] ja 0 ,s ||~ OQ.

2
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Tdaydellisyystodistus (yhteenveto) I

= Edelld annettu modaalilogiikan K Hilbert-tyylinen

e Koska X C s kaikille se S[1. propositio],
premissijoukko X on pitevd kanonisessa mallissa ¢ [2. propositio].

e Koska {=P} on Z-konsistentti, on olemassa sen maksimaalisesti
2-konsistentti laajennust € Sja P& t.

Siis o ,t ||/~ P [2. propositio].

e Koska X on pitevd mallissa = (SR)V) ja on olemassat e S
siten, ettd a ,t ||~ P, niin X }£¢ P.

distusjarjestelma on taydellinen.
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/ 4. Yleistys lokaaleille premisseille' \

Maaritelma. >~ g Y = P tarkoittaa, ettd on olemassa lauseeseen P

paattyva lausejono, joka koostuu ensin tulevasta globaalista osasta ja
sitd seuraavasta lokaalista osasta.

Globaalissa osassa jokainen lause
e on K:n aksioma, kuuluu lausejoukkoon X tai

e on saatu jonossa edelld olevista lauseista Modus Ponens tai
N-sdannolla.

Lokaalissa osassa jokainen lause
e on K:n aksioma, kuuluu lausejoukkoon Y tai

e on saatu jonossa edelld olevista lauseista Modus Ponens

\ -saannolla. J
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Osoitetaan {P, P— Q} ¢k {0Q - R} =R

1. P (GP)
2. P>Q (GP)
3. Q (MP,1,2)
4. 0Q (N,3)
5. 0Q—R (LP)
6. R (MP, 4,5)

Huom! N-s3antoa ei voi kdyttda lokaalissa osassa.

Esim. {PP— Q} bk {0Q — R} = ORei pide.

. /
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Johtojen ominaisuuksia I

e Johdot ovat darellisia.

= Kompaktius (F):
Jos Z Fk Y= P, niin on olemassa direlliset joukot ¥’ C ¥ ja
Y C Ysiten, ettd ' Fx Y = P.
e MP- ja N-sdint6 ovat monotonisia:
= Monotonisuus (F):
Olkoon Z1 € %5 ja Y1 C Ys. Tallgin
jOS 21k Y1 =P, niin 2otk Yo —P
o lokaali deduktioteoreema on voimassa (I-):
Sk YU{Q} = Pjoss ZFxk Y= Q— P.

\_ /

(© 2006 TKK, Tietojenkdsittelyteorian laboratorio

T-79.5101 LLJ / Kevit 2006 ML-5

G A

Teoreema. Jos X = Y =P, niin Ztx Y= P.

Todistus. Oletetaan X =k Y= P.

e Kompaktius (=):

On olemassa aarelliset joukot ' C X ja Y ={@1,...,¢} C Ysiten,
etti 2 =k Y = P.

e Lokaali deduktioteoreema (|=):

ZFEk0=@— (== (—P))
e Taydellisyysteoreema: Z'Fx 0= @ — (@--- — (@h — P)---).
e Lokaali deduktioteoreema (F): £’k Y = P.

e Monotonisuus (F): 2k Y= P.

\ Y
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/\Iirheettﬁmyys I \

Teoreema. Jos 2+ Y= P, niin Z}=¢x Y="P.

Todistus. Oletetaan ¢ Y=— P.

e Kompaktius ():
On olemassa airelliset joukot &' C X ja Y ={@y,...,@} C Y siten,
etti X' Fk Y = P.

e Lokaali deduktioteoreema (I-):
Y 0=~ (2~ — (g —P)--).

e Taydellisyysteoreema: &' =k 0= @ — (@--- — (@h — P)---).
e Lokaali deduktioteoreema (E): 2 Ex Y = P.
e Monotonisuus (F): Z |k Y= P.

\_ &
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5. Esimerkkeja I

e Modaalilogiikan K todistusteorian ja edelld kisiteltyjen kehysten

ominaisuuksia karakterisoivien lauseiden avulla voidaan muodostaa
suoraviivaisesti Hilbert-tyyppinen todistusjarjestelmd myés muille
kehyslogiikoille.

e Tarkastellaan ensimmaisena esimerkkind modaalilogiikkaa T, jonka
kehykset ovat refleksiivisia.

e Modaalilogiikan T karakteristinen lause: T: OP — P.
Propositio. Z =1 Y= P joss ZU|[T]| Fx Y= P.

= (K:n virheettomyys- ja tdydellisyysteoreema)

Propositio. Z =1 Y= P joss ZU[T] Fk Y= P.

. /
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Modaalilogiikka T I

N&in saadaan siis Hilbert-tyylinen todistusteoria modaalilogiikalle T:
Klassiset aksiomat: Kaikki tautologiat.

Modaaliaksiomat: Kaikki muotoa
K: D(P—> Q) — (DP—> DQ)
T.0P—=P

olevat lauseet.
Modus Ponens -sdant6
N-sdanto

—

Propositio. =1 Y= P joss 27 Y= P.

~
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Modaalilogiikka SSI

Vastaavasti kehyslogiikalle S5 (ekvivalenttisten kehysten joukko):

Propositio. X =5 Y= P joss ZU[T|JU[4]U[B]Fk Y= P joss
SUTJU4U[B)Fk Y= P joss ZU[T|U[5] Fxk Y= P.

Hilbert-tyylinen todistusteoria modaalilogiikalle S5:

Modaaliaksiomat: Kaikki muotoa
K: OP— Q) — (OP— 0OQ)
T-0P—P
4. 0P — OOP
5. -0P— O-0P

olevat lauseet.

Propositio. X =55 Y= P joss 2 g5 Y= P.
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Modaalilogiikka KD45 I

K D45 on sarjallisien, transitiivisten ja euklidisten kehysten joukko.

Propositio. Z kpas Y= P joss ZU D] U[[4] U [5] Fk Y=="P.
Hilbert-tyylinen todistusteoria modaalilogiikalle KD45:

Modaaliaksiomat: Kaikki muotoa
K: O(P— Q) — (0P — DQ)
D: OP— OP
4. 0P— O0OP
5: -0P— O-0OP

olevat lauseet.

Propositio. X =xpas Y= P joss 2 Fkpss Y= P.

\_
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