T-79.5101 kevit 2006
Laskennallisen logiikan jatkokurssi

Laskuharjoitus 7

Ratkaisut

1. KB on symmetristen kehysten joukko. Ké&nnetdin annettu lause pre-
dikaattilogiikkaan:

—0-0-0-P — —0-P, )

7(-0-0-0-P,z) — 7(=0-P, z)

ﬁT(DﬁDﬁDﬁP7 x) — ﬁ'r(I:IﬁP7 x)

—Vy R(I7y) - T(‘\D‘\D‘!P, y) — —Vy R(‘T7y) - T("P7 y)

-Vy R(z,y) — —-7(0-0-P,y) — —Vy R(z,y) — -7(P,y)

—-Vy R(z,y) — —Vz R(y,z) — 7(-0-P,z) — —Vy R(z,y) — ~P(y)
Yy R(z,y) — —Vz R(y,z) — -7(0-Pz)  — =Yy R(z,y) — ~P(y)
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-Vy R(z,y) — —~Vz R(y,z) — -Vy R(z,y) — -7(P,y) — —Vy R(z,y) — ~P(y)
-Vy R(z,y) — —Vz R(y,z) — —Vy R(z,y) — ~P(y) — —Vy R(z,y) — —~P(y)
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My0s kehysaksiooma esitetéén predikaattilogiikan lauseena, jolloin saa-
daan lause

VaVy(R(z,y) — R(y, z)) (symmetrisyys)

Tama lause otetaan mukaan taulutodistukseen merkitsemaélla se taulun
juureen todeksi. Liséksi tauluun merkitaén lause Vzy epatodeksi.

Muodostetaan taulu:
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Vavy R(z,y) — R(y, )
—Vz —Vy R(z,y) — —Vz R(y,z) — -Vy R(z,y) — -P(y) — —Vy R(z,y) — ~P(y)
- =Vy R(c,y) — ~Vx R(y,z) — ~Vy R(z,y) - -P(y) — —Vy R(c,y) — ~P(y) (2, z/c)

-Vy R(c,y) — —Vz R(y,z) — -Vy R(z,y) — —P(y) (3)
—-=Vy R(c,y) — —P(y) (3)
- R(C, d) — VvV R(d7 Il‘) - _‘Vy R(a:,y) i _'P(y) (47 y/d)
Yy R(c,y) — =P(y) (5)
R(c,d) (6)
-—Vz R(d,z) — —Vy R(z,y) — —~P(y) (6)
Va R(d,z) — —Vy R(z,y) — -P(y) 9)
. R(d,c¢) — =Vy R(c,y) — ~P(y) (10, z/c)
. —R(d,c) (11) 13. —Vy R(c,y) — —P(y) (11)
Yy R(c,y) — R(y,c) (1, z/c) |18. = R(c,e) — —P(e) (13, y/e)
. R(c,d) — R(d,c) (14, y/d)|19. R(c,e) (18)
—R(c,d) (15)|17. R(d, ¢) (15) 20. —~—P(e) (18)
® ® 21. R(c,e) — —P(e) (7, y/e)
22. = R(c,e) (21)|23. -P(e)  (21)
® ®



2.

3.

a) M, sy Ik Ky P, koska v(sy, P) = v(sq, P) = true, ja
M, sy IF KyP ja M, 51 IF K3 P, koska v(sy, P) = true . Siten
M,Sl I+ EP.

b) M, sy Ik KbEP ja M, s I K3EP, koska M, s; IF EP. Lisdksi
M, s9 Ik K1 P, koska v(s1, P) = v(sq, P) = true,
M, s9 I Ky P, koska v(sq, P) = v(ss, P) = true ja
M, sy IF K3P, koska v(sq, P) = true. Siten
M, sy I EP, misté seuraa, etté
M, s - K{EP. Siis
M, s I EEP.
Toisaalta tulos saadaan myés, jos huomataan, ettd P on tosi kai-
kissa maailmoissa, jotka ovat saavutettavissa s;:sté kahdella aske-
leella.

c) M, sy W CP, koska s, on C-saavutettavissa s;:std ja v(sy, P) =
false.
Olkoon ¢ lause, joka ei ole S5-péateva. Télloin silld on olemassa univer-
saali vastamalli M = (S| R, v), jossa on maailma s € S, jolle M, s ¥ .
Olkoon

F = {0y | Oy on ¢:n alilause ja M, s |- =0 }.

Silloin jokaista lausetta O € F' vastaa maailma s, € S siten, ettd
(s,s4) € R ja
M, sy IF .

Olkoon M’ = (S’ R',v"), missa
S'={s}U{sy | DY e F} C5,

R = 5"x5"jav'(s', P) = v(s, P) kaikille p:ssé esiintyville atomilauseil-
le P ja kaikille s' € S’. Koska |F'| < |Sub(¢)], on silloin |S’| < [Sub(y)|.
(|Sub(p)| on ¢:m alilauseiden lukumééra.)

Osoitetaan induktiolla, etté jokaiselle s € S ja jokaiselle ¢:n alilauseel-

le ¢ pétee
M, s Iy joss M s IFap.

Perustapaus (alilause on atomilause) on triviaali. Myos muotoa ¢’ A ¢”
ja =1 olevien alilauseiden induktioaskeleet seuraavat heti. Olkoon sitten
alilause muotoa O1). Olkoon s' € S'.
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Jos M, ¢’ IF 0%, niin M, t Ik 9 kaikilla t € S’, koska M on universaali.
Induktio-oletuksen perusteella M’;t IF 1 kaikilla ¢ € S’ mistéd seuraa,
ettd M’ s" IF O,

Toisaalta, jos M, s’ ¥ O, niin M, t IF =01 kaikilla t € S’, koska M on
universaali. Erityisesti M, s I =01, ja siksi Oy € F'. On siis olemassa
maailma s, € S’ siten, ettéd (s, sy) € R ja M, sy - =), eli M, sy W 1.
Induktio-oletuksen perusteella seuraa, ettd M, s, ¥ 1), joten M, s, IF
—). Koska myos M’ on universaali, seuraa, etta M’ s' ¥ 0.

Koska erityisesti s € S’ ja M, s ¥ ¢, ylla olevan tuloksen perusteella
seuraa, etti M’ s ¥ . Siten myos M’ on vastamalli @:lle.

Jos ¢ ei ole S5-pitevi, on olemassa universaali vastamalli M ja maa-
ilma s siten, ettd M, s ¥ ¢. Ylla olevan konstruktion avulla saadaan
@:lle toinen universaali vastamalli M, jossa on korkeintaan |Sub(y)]
maailmaa.



