T-79.5101 kevit 2006
Laskennallisen logiikan jatkokurssi

Laskuharjoitus 9
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M = (S, R,v), missd S = {s,t}, R = {(s,t),(t,t}}, v(s, P) =
true ja v(t, P) = false.

M, s = AFP pitee, koska (s,t,t,t,...) on ainoa s:sté alkava téysi
polku, ja téalld polulla on tila s, jolle piatee M, s = P. Siten AFP
on toteutuva.

Jotta GF P toteutuisi mallissa M, tulisi mallissa silloin olla ole-
massa tiysi polku z, jolle M,z = GFP, jolloin M,z" = FP
péatisi kaikille ¢ > 0, eli kaikille ¢« > 0 olisi olemassa j > ¢ siten,
ettd M, 27 |= P. Toisin sanoen P:n pitiisi toteutua polun x ddret-
tomdn monessa (ddrettomaissa) loppuosassa. Tillaisia polkuja ei
kuitenkaan ole, silli M:n ainoat tidydet polut ovat (s,t,t,¢,...) ja
(t,t,t,...), ja P pitee ainoastaan ddrellisen monessa néiden pol-
kujen ddrettomaissé loppuosassa. Lause GF P ei siis ole toteutuva
mallissa M.

M = (S,Rv), missi S = {s,t}, R = {{(s,s),(s,0),(t, 1)},
v(s, P) = false ja v(t, P) = true.
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M, s = EFAGP ja M,t = EFAGP pitevit, koska malli sisél-
taa tdaydet polut (s,t,t,t,...) ja (¢,t,t,...), jotka kulkevat tilan ¢



kautta, jolle selvésti patee M,t = AGP. Lause EFAGP on siis
péateva mallissa.

Lause FGP ei kuitenkaan ole péateva mallissa, silla taydella polulla
(s,8,8,...) el ole diretontd loppuosaa x siten, ettd M, z* = P pé-
tisi kaikille ¢ (koska v(s, P) = false), jolloin siis M, (s,s,s,...) ~
FGP.

M = (S, R,v), missi S = {s,t}, R = {(s,5), (s, 1), (L, s), (¢, 1) },
v(s, P) = true ja v(t, P) = false.
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Lause FXP on toteutuva, silld mallissa on (esim.) téysi polku
x = (t,s,8,8,...), jolle M,z = XP (koska v(s, P) = true), ja
siten M,z = FXP.

Lause EFAXP ei kuitenkaan ole toteutuva misséén mallin tilassa:
jos lause toteutuisi, olisi mallissa olemassa tilasta s tai t lahteva
tilojen s ja t kautta kulkeva téysi polku, joka kulkisi lauseen AX P
toteuttavan tilan kautta. Tulisi siis olla joko M,s = AXP tai
M, t = AXP; kumpikaan néistd ei kuitenkaan toteudu, silla seké
s:1la ettd 114 on R-relaatiossa seuraaja t, jolle Mt [~ P.

M = (S,R,v), missii S = {s,t}, R = {(s,¢),(t,s)}, v(s, P) =
v(s, V) = false ja v(t, P) = v(t,V) = true.
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Tésta mallista voidaan erottaa téydet polut z; = (s,t,s,t,...) ja
xo = (t,8,t,8,...).

e M,s | E(=VUP) pitee, silli M,z = P (koska v(t, P) =
true), ja kaikille i« < 1 pdtee M, 2} = —V. Myds M,t =
E(-VUP) pétee, silli zo on t:std ldhteva tdysi polku, ja
M, = P.

e Koska M,z9 E —P, niin M,s = E(VU-P) pitee. Vas-
taavasti M,t = E(VU=P) pitee, koska M,x) = =P, ja
M, zh |V kaikille i < 1.

e M,s = AF(V — AX-V) A EFV| silld z; on ainoa s:sté
alkava taysi polku, ja M,z; = F(V — AX=V) (koska sel-
visti esim. M, 2 E V — AX=V, koska v(s, V) = false) ja
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lisiksi M, x; = FV, koska polku x; kulkee tilan t kautta, ja
v(t, V) = true.

Samalla tavoin havaitaan, ettd M,t = AF(V — AX=V) A
EFV  silld x5 on ainoa t:sté alkava téaysi polku, ja xo:lle péatee
M,z E AX=V, koska M,t = AX~=V (ainoa t:m seuraaja
on s, ja v(s,V) = false). Myoés M,t = EFV pitee, koska
t:sté ldhteville tdydelle polulle zy pitee M, 25 | V (koska
v(t,V) = true).

b) M = (S,R,v), missd S = {s,t}, R = {(s,t),(t,s)}, v(t,P) =
v(s, V) = false ja v(s, P) = v(t,V) = true.
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Mallista M voidaan jalleen erottaa kaksi tayttd polkua x; =
(s,t,8,t,...) jaxzy = (t,8,t,8,...).

e M,s E AG(P — FV), silld z; on ainoa s:std alkava téysi
polku, ja M,z; = G(P — FV). Tamé puolestaan seuraa
siitd, ettd M, 22F = FV (koska M, 22*™! |= V) kaikilla k& > 0
sekd siitd, ettd M, 22" £ P kaikilla & > 0.

Vastaavasti myos M,t = AG(P — FV) pitee, silld 25 on
ainoa t:std alkava tdysi polku, ja M,z E G(P — FV),
koska M, 23% [£ P ja M, z2*! |= FV kaikilla k > 0.

e M,s = AF(PAF(-PAXP)), silli z; on ainoa s:sté alkava

tdysi polku, ja M, 2% E P AF(=P A XP), koska M, 2y = P
(v(s, P) = true) ja M,2{ E F(=P A XP), sillda M,z E
- P A XP (koska v(t, P) = false ja M, (21)! &= P).
Myo6s M, t = AF(P ANF(=P A XP)) on voimassa, sillid x
on ainoa t:sti lihtevi tiysi polku, ja koska zd = z1 = 29 ja
M, 2l = PAF(=PAXP) (ks. ylld), M, zy = F(PAF(=PA
XP)).

e M,s = A(-VUV),silld z; on ainoa s:sta alkava taysi polku,
ja M,z; E VUV, koska M,21 E V (v(t,V) = true) ja
M,z | =V kaikille 1 < 1 (v(s, V) = false).

Koska v(t, V) = true, M,z = =V UV pitee kaikille ¢:sté alka-
ville téysille poluille z. Tésté seuraa, ettd M, t = A(=VUV)
patee.



