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1. Olkoon P atomilause ja L kaikkien kehysten joukko. Osoita, että

{2P → 3P} |=L {22¬P} =⇒ 32P

ei päde.

2. Olkoot P ja Q atomilauseita ja L kaikkien kehysten joukko. Osoita,
että

{3P ∨ 3Q} |=L {¬2P} =⇒ 3Q

ei päde.

3. Osoita, että kaikille L, Σ, Υ, P, Q pätee:

jos Σ |=L Υ =⇒ P ∧ 2P ∧ 22P ∧ 222P → Q,

niin Σ ∪ {P} |=L Υ =⇒ Q.

4. a) Osoita, että jos kehys on transitiivinen, niin 2P → 22P on pä-
tevä kehyksessä.

b) Osoita, että ¬2P → 2¬2P on pätevä jokaisessa euklidisessa ke-
hyksessä.

5. Osoita, että jos kehys on refleksiivinen ja euklidinen, se on myös sym-
metrinen ja transitiivinen.
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1. a) Osoita, että jos kehys on sarjallinen, niin 2P → 3P on pätevä
kehyksessä.

b) Osoita, että jos kehys on heikosti tiheä, niin 22P → 2P on pä-
tevä kehyksessä.

2. a) Anna lauseelle 2P → 2(Q → P ) (Hilbert-tyylinen) K-todistus.

b) Anna lauseelle
2¬Q → 2¬P

(Hilbert-tyylinen) K-johto lausejoukosta {2(P → Q)}. Osoita
siis, että

{2(P → Q)} `K ∅ =⇒ 2¬Q → 2¬P.

3. a) Osoita, että

{P → Q,¬Q → P, R} `K {¬R ∨ Q,¬Q ∨ S} =⇒ 2Q ∧ S

pätee (antamalla K-johto lauseelle 2Q ∧ S).

b) Osoita, että

{3Q → 2Q,Q → ¬P} `K {3P} =⇒ 2¬Q

pätee.
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1. Osoita, että seuraavat lauseet ovat K-päteviä antamalla niille modaali-
logiikan K mukainen taulutodistus.

a) 2P → 2(Q → P )

b) 2(P → Q) → (¬2¬P → ¬2¬Q)

c) (2P ∧ 2Q) → 2(P ∧ Q)

2. Tutki taulumenetelmällä, ovatko seuraavat lauseet K-päteviä. Jos lause
ei ole pätevä, anna malli lauseen negaatiolle.

a) 3A → 2A

b) 32A ∨ 23¬A

c) (22A → 2A) → 2(2A → A)

3. Tutki taulumenetelmällä, ovatko seuraavat lauseet K-päteviä. Jos lause
ei ole pätevä, anna malli lauseen negaatiolle.

a)
(

2(P → Q) → 2(Q → R)
)

→ ¬2(P → R)

b) (3P ∧ 3Q) → 3(P ∧ Q)

c) 2(P ∧ Q) → (2P ∧ 2Q)
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1. a) Osoita taulumenetelmällä, että 3(P ∨ 322P ) → 3P on S4-
pätevä (S4 on refleksiivisten ja transitiivisten kehysten joukko).

b) Osoita taulumenetelmällä, että 3
(

3P → 2(3P ∨ P )
)

on T-
pätevä (T on refleksiivisten kehysten joukko).

c) Osoita taulumenetelmällä, että 2
(

2(2P ∧Q) → 3233(P ∨Q)
)

on KB-pätevä (KB on symmetristen kehysten joukko).

d) Osoita taulumenetelmällä, että 2P → 3
(

(P → 2Q) → Q
)

on
D4-pätevä (D4 on sarjallisten ja transitiivisten kehysten joukko).

e) Osoita taulumenetelmällä, että 3(232P → 2P ) on S5-pätevä
(S5 on refleksiivisten, symmetristen ja transitiivisten kehysten
joukko).

2. Tutki taulumenetelmällä, onko lause 3P → 32P K-pätevä tai K4-
pätevä, missä K on kaikkien kehysten joukko ja K4 on transitiivisten
kehysten joukko.

3. Osoita taulumenetelmällä, että Σ |=K {¬P} =⇒ (3P → 33P ) ∧ ¬P

pätee, missä

Σ = {2P → P, 2P → 22P, 2¬P → ¬P, 2¬P → 22¬P}.


