T-79.5101 kevit 2007
Laskennallisen logiikan jatkokurssi

Laskuharjoitus 1

Ratkaisut

1. Jokaiselle toteutuvalle lauselogiikan lauseelle voidaan etsid malli tau-

lumenetelmélld merkitsemaélld lause taulun juureen ja soveltamalla sen
jéilkeen taulusdéantojd, kunnes taulu on valmis.

a)
L ~((P—=Q) —(Q—P)
2 P—-Q (1)
3. -(Q — P) (1)
4. Q ()
5. -P (3)
6 -P (2|7 Q (2)

Taulun juurena olevan lauseen malli voidaan muodostaa valmiin
taulun minké tahansa avoimen haaran avulla kerddmalld joukoksi
kaikki haarassa esiintyvét (ei-negatoidut) atomilauseet. Ylld ole-
van taulun molemmista haaroista saadaan annetulle lauseelle sa-

ma malli M = {Q}.

b)

1. ((PV=R)« R)A(P—Q)

2. (PV-R) <R (1)

3. P—Q (1)

4. (PV-R)AR (2) |5 —~(PV-R)A-R(2)

11. PV-R 4) |6 -(PV-R) (5)

12. R 4) |7 -R (5)

13. P (11) | 14. =R (11) | 8 -P (6)

15. =P (3) | 16. Q (3) x 9. --R (6)
x 10. R (9)

X

Tauluun jaa yksi avoin haara, josta saadaan lauseelle malli
M = {P,Q,R}.

2. Lauselogiikan lauseen loogista seuraavuutta annetusta lausejoukosta

voidaan tutkia taulumenetelmélld merkitsemélld taulun juureen kaikki
lausejoukossa olevat lauseet ja lisdédmalld tutkittavana olevan lauseen
negaatio tauluun néiden jilkeen. Sovelletaan tdmén jélkeen taulusién-
t6j4, kunnes taulu on valmis. Looginen seuraavuus pétee, jos tuloksena
syntyneen taulun kaikki kaikki haarat ovat suljettuja. Tehtévissi saa-
daan siten taulu

1. Q—P
2. R— (PAQ)
3. P—(QAR)
4. —Q
5. Q (4)
6. -Q (1)]7. P (1)
x 8. —P (3) ‘ 9. QAR Esg
X 10. Q 9
11. R 9)
12. =R (2)]13. PAQ (2)
x 4. P (13)
5. Q (13)

Koska valmiiseen tauluun jaa yksi avoin haara, lause =@ ei seuraa loo-
gisesti tehtéivissd annetusta lausejoukosta X. Tulos voidaan perustella
muodostamalla taulun avoimesta haarasta vastamalli loogiselle seuraa-
vuudelle (malli, joka toteuttaa kaikki lausejoukon ¥ lauseet, mutta jossa
(@ on epitosi). Vastamalliksi saadaan M = {P, Q, R}.

. Lauselogiikan lause on konjunktiivisessa normaalimuodossa, jos se on

muotoa (L} V.-V LL)A---A(LPV---V L7 ), missi kukin lauseista
L7 on literaali (atomilause tai sen negaatio).

Lauseen disjunktiivinen normaalimuoto on puolestaan muotoa (L} A
S ANLL)V V(LT A - AL ) (lauseet L literaaleja).

Lauseen disjunktiivinen normaalimuoto saadaan esimerkiksi etsimélla
ensin lauseen kaikki mallit taulumenetelmailld ja kerdémalld syntyneen
taulun kaikista avoimista haaroista syntyvit mallit yhdeksi disjunk-
tioksi.



(P—Q)—(PVQ)
~(P=Q) (1)]3. PVQ (1)
P (26 P (3)]7. Q@ (3
—Q (2)

Taulun avoimista haaroista saadaan taulun juuressa olevalle lauseelle
disjunktiivinen normaalimuoto

G

(PA-Q)VPVQ,
joka voidaan vield sieventdd muotoon

PVQ.

Konjunktiivisen normaalimuodon ratkaisemiseksi muodostetaan ensin
lauseen negaation disjunktiivinen normaalimuoto:

L ~((P=Q) —(PVQ)

2 P—-Q (1)

3. ~(PVv@Q) (1)

4. -P (3)

5 -Q 3)

6. P @1 Q@ @
X

Lauseen negaation
-(P—Q) = (PVQ)
disjunktiiviseksi normaalimuodoksi saadaan taulun avoimesta haarasta

=P A-Q.

Alkuperiisen lauseen konjunktiivinen normaalimuoto saadaan téstd
negatoimalla ja kiyttamélld sitten hyviikksi De Morganin sédéntojé. Lau-
seen

(P—=Q) = (PVQ)

konjunktiivinen normaalimuoto on siten
—(=PA=Q)=PVQ.

(Téssé tapauksessa siis lauseen disjunktiivinen ja konjunktiivinen nor-
maalimuoto ovat samat. Tami ei kuitenkaan pide yleisesti.)

3

1 Fu13woP(x1, 22) AV Vg (P(xl,:L'z) — P(zz,zl))
2 Jzy 3o P(@1, x2) (1)
3. Va Vg (P(x1,29) — P(z2,31)) (1)
4. 2 P(c, 22) (2,21/c)
5 P(c,d) (4, z2/d)
6 Vaa (P(c,x2) — P(x2,¢)) (3,z1/¢)
7. P(c,d) — P(d,c) (6,22/d)
8. =P(c,d) (7) |9. P(d,c) (7)

X 10. Vay(P(d,x2) — P(2,d)) (3,21/d)
11. P(d,c) — P(c,d) (10, z2/c)
12. ~P(d, ¢) (11) | 13. P(c,d) (11)

X 14. P(c,¢) — P(c,¢) (6,22/c)
15. P(d,d) — P(d,d) (10, z2/d)

16. ~P(c,0) (14) | 17. P(c,c) (14)
18. ~P(d, d) (15) | 19. P(d.d) (15) | 20. ~P(d,d) (15) | 21. P(d,d) (15)

Valmiiseen tauluun j&& neljé avointa haaraa. Kunkin avoimen haa-
ran avulla voidaan mééritelld rakenne (struktuuri), joka antaa
mallin taulun juuressa olevalle lauseelle. Muodostetaan struktuuri
A taulun vasemmanpuoleisimman avoimen haaran avulla. Olkoon
universumi

A={12},
ja mééritellaan
cA=1,  d*=2 seki PA={(1,2),(2, 1)}

Tarkistetaan, etté lause on tosi rakenteessa A. Koska esim. (1,2) =
(A, d*)y € PA, niin A |= P(c,d), joten edelleen myés

A | Fz1 3o P, x2)
piitee. Myos
A | VaVay(P(xy, 22) — P22, 21)),

on voimassa, koska

A l= P(c,c) — P(c,c),
A= P(e,d) — P(d, c),
A= P(d,c) — P(c,d) ja
AR P(d,d) — P(d,d)



=

silld ¢ = 1,d4 = 2, (¢4, ¢*) = (1,1) € P (jolloin A £ P(c,c)),
(et d?y = (1 2) € PA (]ollom A= P(e,d)), (d4 ety = (2,1) €
P4 (joten A = P(d, c)) ja (dA,dA) = (2,2) & PA (A - P(d d)).
Téssi tapauksessa taulumenetelmén avulla ei saada aikaan valmis-
ta ddrellistd taulua. Osoittautuu, etti taulumenetelméd sovellet-
taessa kiyttoon joudutaan ottamaan toistuvasti lisdé uusia vakioi-
ta, koska taulun kaikkia haaroja ei saada ristiriitaisiksi. Vakioiden
soveltaminen uudelleen tauluun syntyviin universaalisti kvantifioi-
tuihin lauseisiin pakottaa ottamaan kayttoon lisid uusia vakioita
jne.

(Tamé on esimerkki predikaattilogiikan puoliratkeavuudesta: ei ole
olemassa systemaattista menetelméé, jonka avulla voidaan déirel-
lisen monella askeleella joko etsii malli mielivaltaiselle predikaat-
tilogiikan lauseelle tai osoittaa se toteutumattomaksi.)

Lause on kuitenkin tosi esim. seuraavassa rakenteessa A:

Olkoon universumi A = {1}. Lisiiksi tarvitaan vakiosymboli ¢ ja
predikaatti P siten, ettd

A=1 ja PA={(1,1)}L
Tarkistetaan, ettd
A | Vo1 3za P21, 22) AV VaaVas (P, 22) A P22, 13) — P(21,73))

pitee. Koska universumissa on ainoastaan yksi alkio (c* = 1) ja
(1,1) € P (jolloin A = P(c,c)),

A |= Va 3z P, x2)
pétee. Samasta syysti
A =V \VaoVas(P(zy, 32) A Pz, x3) — P(x1,23)),

koska
A= P(c,e) A P(c,c) — P(c,c).

wt

© 0 ND O W

~((veP@) A ¥2Q(@)) = Va(P(@) v Q) )

e e o

VeP(x )/\Va:Q(:r)
—\Vz( x) ))
VIP( )
VzQ(z)
-(P ( )V Q(c))
(c)
=Q(c)
P(c)

X

=3y (FeP(x) = Ply))
=(3zP(z) - P(c)) (
JzP(x) (

-P(c) (

P(d) (
=(3zP(z) — P(d) (
JzP(x) (

~P(d) (

X



T-79.5101 kevit 2007
Laskennallisen logiikan jatkokurssi

Laskuharjoitus 2

Ratkaisut

1. a) Jos ¢ on tosi, niin agentti tietdd ¢:m.
b) Jos agentti el tiedd ¢:td, niin agentti tietdd, ettd se el tiedd p:té.

¢) Jos agentti tietdd, ettdi ¢:std seuraa 1, niin silloin, jos agentti
tietdd pm, niin agentti tietad ¢:n.

d) Agentti tietdd, ettd ¢ on tosi tai agentti tietdd, ettd ¢ ei ole tosi:
toisin sanoen agentti tietdd, onko ¢ tosi.

2. a) ¢ — LKy
b) Lo ALy — L(p A1)
c) Ko — Ly
d) LLy — Ly

3. Olkoon P = "ulkona sataa’.

) K,K,P N ~K,K,K,P
b) Ku(~KyP A -K,-P)
¢) Ky(K,PV K,~P)

)

a

d) K GK P A -K— KK, P

4. Tehtévissd annettu malli M = (S, R, v) on

: 55
N
A

a) M, sy I OA el pide, koska (s1,s2) € R ja M, so I A.
b) M, s, I OB — OOT piitee, joss

M, si ¥ OB tai M, s IFOOT

N5

=

N

pitee. Koska (s1,s2) € R ja M, sy I B, el M,s; ¥ OB pide.
M, s; |- OOT piitee, joss

M, sy IEOCT ja M, szlEOT

patevit. Koska ei kuitenkaan ole olemassa maailmaa s € S si-
ten, ettd (s, s) € R, seuraa, ettd M, sy W OT, ja edelleen, ettd
M, s1IFOOT ja M, s IF OB — OOT eivit pade.

M, s3 IF OOOL pitee, joss M,sp IF OOL tai M, s3 IF GOL
pitee. M, s; IF GOL puolestaan pétee, joss
M,sy IFOL tai M,s3l-0OL.

Koska ei ole olemassa maailmaa s € S, jolle (s9,s) € R, seuraa,
ettd M, sy IF OL pétee. Siten myds M, s; IF COL ja edelleen
M, s3 |- OOO L piiteviit.

M, s IFO(B Vv OOCA) pitee, joss
M, s F BVOOA ja M,ssl- BV OOA

pitevit. M, sy IF BV OOA pitee, koska M, sy IF B. M, s3 I-
BV OOA piitee, joss

M,ss - B tai M, s3lF OOA.
M, s3 |k B ei toteudu, koska v(s3, B) = false. Nyt M, s3 IF OCA,
joss M, s1 IF OA ja M, s3 IF OA pétevit. Nidin my6s on, koska
(s1,83) € R, (esim.) (s3,s3) € R ja v(s3, A) = true. Siten M, s3 IF
OO A ja M, s3 IF BvOOA pétevit. Seuraa siis, ettd myos M, s |-
O(B Vv OOA) pitee.
M, 51 IF O(OA A O-A) pitee, joss

M, sy IFOAANDO-A tai M,s3l-OAADO-A.

Nihdddn, ettd M, s, IF OA A O-A pitee, koska sekii M, sy I+
OA ettd M, sy IF O-A, miké seuraa siitd, ettd ei ole olemassa
maailmaa s € S siten, ettd (so,s) € R.

5. Tehtdvissd annettu malli M = (S, R,v) on

AQ1 T owmA

/|

Sg —=S3—=55 A

(@)

2



Tissé tehtdvissi voitaisiin lauseen OOOO A totuusarvot eri maailmois-
sa madrittad suoraan modaalilogiikan operaattorien O ja & médritelmid
hyviksi kiyttien kuten edellisessi tehtévissi. Voitaisiin siis esimerkik-
si tutkia jérjestyksessé, piteeké M, s, IF OOCOOCA, M, s, IF OCOCA
jne., kunnes 16ydetdén maailma, jossa annettu modaalilogiikan lause
pétee.

Vaihtoehtoisesti voidaan kuitenkin ldhted liikkeelle annetun lauseen pie-
nimmisté alilauseista (téssé tapauksessa atomilause A) ja johtaa niiden
totuusarvojen sekd modaalioperaattorien méadritelmien avulla joidenkin
suurempien alilauseiden totuusarvot kaikissa mallin maailmoissa. Téa-
td voidaan toistaa jérjestyksessd yhd suuremmille alilauseille, kunnes
lopulta saadaan selville mallin kaikki maailmat, joissa lause OOCOOA
pétee. Vastaukseksi voidaan valita silloin jokin néistd maailmoista.

Koska v(s1, A) = v(s4, A) = v(s5, A) = true ja muutoin v(s, A) = false,
nihdédin, ettd

M,silFA M,sglFA ja M, sslEA

(ja muulloin M, s ¥ A). Koska nyt esim. (s1,54) € R, (s3,85) € R,
(s4,81) € R ja (s5,s5) € R, seuraa modaalioperaattorin <& semantiikas-
ta, ettd

M, s lECA M sz IFCA M, sy lECA ja M, s;IFOCA

pétevit. Sen sijaan M, s, I GA ei ole voimassa, koska maailmalla sy
on ainoana seuraajanaan R-relaatiossa maailma sz, mutta M, s3 ¥ A.
Modaalioperaattorin O semantiikan mééritelmén avulla padtelldan, et-
ta

M, sy IFOCA, M, s3lF00CA ja M, syl 0OCA,

silld kunkin maailman so, s3 ja s4 kaikille R-relaation seuraajamaail-
moille s" pitee M, s’ |- OA. Todetaan lisiiksi, ettd ndmé ovat mallin
ainoat maailmat, joissa lause OCA piitee. (Lause OCA ei pidde maa-
ilmoissa s; ja ss, silld néilld maailmoilla on R-relaatiossa seuraajana
maailma sq, jolle M, s ¥ CA.)

Soveltamalla jélleen modaalioperaattorin < semantiikan maaritelmaé
todetaan, ettd

M, s |FOOCA, M, sy |FOOCA ja M, s - OOCA,

silld kullakin maailmoista sy, so ja s5 on seuraajamaailma, jossa OO A
pétee (koska edellisen perusteella M, sy IF OCA ja M, s; I OCA,

ja esim. (s1,s2) € R, (s2,83) € R ja (s5,82) € R). Néhddin myos,
ettd lause OOCA ei pidde maailmassa s3 (koska s3:n ainoa seuraaja
R-relaatiossa on sz, mutta M, s5 ¥ OOCA) eikd maailmassa s, (koska
M, s; ¥ OOCA ja M, s5 W OOCA, eikél sy:lld ole muita seuraajia relaa-
tiossa R).

Operaattorin O semantiikan avulla todetaan lopulta, ettd
M, s3IFOCOCA, M, s, IFOCOCA ja M, s;IF00COCA

pétevit, silli kaikille maailmojen s3, s4 ja s; R-seuraajille s’ piitee
M, " IF ©OOA. Havaitaan lisiksi, ettd s3, s4 ja s5 ovat ainoat tehtédvin
lauseen toteuttavat maailmat. Niistd siis miké tahansa voidaan valita
tehtédvin vastaukseksi.

Huomaa, ettd jokaisessa vaiheessa on térkedd etsid kaikki ne mallin
maailmat, jossa ko. vaiheessa tutkittavana oleva alilause pétee, silld
muuten voidaan padtya tilanteeseen, jossa jonkin muun alilauseen to-
tuusarvoa ei voidakaan pédtelld aiemmin laskettujen tulosten perus-
teella suoraan.

Jos esimerkiksi todettaisiin pelkéstddn, ettd M, s5 I A ja M, s3 IF G A
(koska (s3,s5) € R), ei nyt ainoastaan tdmén tiedon avulla voida péé-
telld esim. alilauseen OOGA totuusarvoa sy:ssé, silla se riippuu myos
lauseen O A totuusarvoista sq:ssé ja s5:ssi, jotka on sy:n seuraajia. (Eri-
tyisesti olisi nyt virhe olettaa, ettd esim. M, sy ¥ OO A olisi voimassa,
kuten ylld todettiin, lause OO A itse asiassa pétee maailmassa sy.)




T-79.5101 kevit 2007
Laskennallisen logiikan jatkokurssi

Laskuharjoitus 3

Ratkaisut

1. a)

M = (S,R,v), S = {s,t}, R = {(s,s), (s, 1)}, v(s, A) = true,

v(t, A) = false.
@
A -A

M, s |F OA pitee, koska (s,s) € R ja M,s I A. M,s |- OA ei
kuitenkaan péde, koska (s,t) € R ja M, t W A. Siis M, s ¥ OA —
OA.

M = (5 R.v), S={s,t}, R={(s,t)}, v(s,A) = v(t, A) = false.
—As—=t-A

Koska (s,t) € R ja M,t ¥ A, M,s ¥ DOA. Siten M, s IF -0A4
pétee. Koska maailmalla ¢ ei ole seuraajia relaatiossa R, M.t |-
OA pitee. Talloin M, t ¥ —=0A, misté seuraa, ettd M, s ¥ O-0A
(koska (s,t) € R). Siis M, s ¥ -0A — O-0OA.

M = (S,R,v), S = {s,t,u}, R = {(s,t),(s,u), (t, )}, v(s,A) =
v(u, A) = false ja v(t, A) = true.

—-A
S
A / \ﬁA
t u
@

M, tIFOA, koska (¢,t) € R ja M, t - A. Koska t on itsensé ainoa
seuraaja R-relaatiossa, myos M, t IF OA pitee. Siten M, ¢ IF CAA
OA pitee, mistd seuraa, ettd M, s |- O(OGA A OA) pitee (koska
(s,t) € R). Koska u:lla ei ole R-relaatiossa seuraajia, M, u ¥ GA.
Koska (s,u) € R, seuraa tisté, ettd M, s ¥ OOCA. Siten M, s ¥
O(CANDOA) — OCA.

M = (5 R.v), S={st} R={(s,s),(s,t)}, v(s,A) = v(t,B) =
true, v(s, B) = v(t, A) = false.

Q '

A,-B -A,B
M,s IF OA pitee, koska (s,s) € R ja M,s IF A pitee. Myos
M, s IF OB on voimassa, koska (s,t) € R ja M,t |k B. Siten
M, s | CANOB. M,s I O(A A B) ei kuitenkaan péde, sillid
s:114 ei ole olemassa sellaista seuraajaa s’ R-relaatiossa, jolle pétisi
M.s' - AN B. Siis M, s (CANOB) — O(A A B).

2. Olkoon M = (S, R, v).

(=) Oletetaan, ettd OT on pétevi mallissa. Olkoon s € S miké tahansa
mallin maailma. Oletuksen perusteella M, s IF T pétee, mistd seuraa,
ettd on olemassa ¢t € S siten, ettd (s,t) € R ja M.t |- T. Edelleen
péditellidn, ettd

jos M, slFOA, niin silloin valttamétta myss M, tI- A,

s seuraajalle ¢, ja siksi
M, sl OA.

Siis jos M, s I OA, niin silloin my6s M, s I GA. Siten M, s I-F 0OA —
OA, eli myss A — O A on pitevd mallissa.

(<) Oletetaan, ettd OA — OA on pitevd mallissa. Olkoon s € S.
Osoitetaan, ettd nyt on vélttdméattd olemassa t € S siten, etti (s, t) €
R. Jos niin ei olisi, s:114 ei olisi R-relaatiossa yhtddn seuraajaa, jolloin
M, s |- OA olisi voimassa. Koska OA — <©A on oletuksen mukaan
pétevd mallissa, olisi nyt villttamittd oltava myds M, s IF OA; mistd
seuraa ristiriita.

On siis olemassa t € S siten, ettd (s,t) € R. Siten M,t I- T, jolloin
my6s M, s |- OT pitee. Seuraa, ettd OT on pétevd mallissa.

3. Kiytetdian tehtiviissi hyviksi generoiduille alimalleille’ voimassa ole-

vaa tulosta:

'Olkoon annettu malli M = (S, R,v). Joukon Sy C S generoima alimalli M' =
(S’,R',v') on malli, joka toteuttaa seuraavat ehdot:

1.

2.
3.

S’ on pienin S:n osajoukko, joka toteuttaa ehdot
- S Ccs.
— S5’ on R-suljettu: jos on olemassa maailmat s € " ja t € S siten, ettd (s,t) € R,
niin silloin on oltava myds ¢t € 5.

R =(S'xS)NR.

Kaikille atomilauseille P ja kaikille maailmoille s € S: v/(s, P) = v(s, P).



Jos M" = (S',R',v') on mallin M = (S, R,v) maailmojen
joukon Sy C S generoima alimalli, niin silloin kaikille lauseille
P ja kaikille maailmoille s € S” pitee

M, sl-P joss M sl P.
Koska tehtdvissi annettu lause
O((00A — OOA)ACO(OA — OA)) — (O(CA — DA) — ((CANDCA)NVOOT-A))

on tosi tehtédvissd annetun mallin M maailmassa s4, se on tosi myos
missé tahansa M:std generoidussa alimallissa, joka sisdltdd maailman
Sy

Tehtivin malli M:

O

S1

N
]

—
A 837 =8

Muodostetaan maailmojen joukon Sy = {s4} generoima alimalli M’ =
(S", R\ v').

Koska Sy C 57, niin s4 € S'. Koska nyt s3 € S, s5 € S ja (s4,3) € R,
(s4,85) € R, on oltava s3 € S" ja s5 € S, jotta S’ olisi R-suljettu. Edel-
leen, koska sy € S ja (s3,s2) € R, on myds oltava s, € S’. Koska maa-
ilma s ei ole saavutettavissa maailmoista s, s3, s4 tai s5 R-relaation
kaarten vilitykselld, maailmojen joukko {ss,s3, s, s5} on R-suljettu.
Selviisti tdmé joukko on myds pienin S:n R-suljettu osajoukko, joka
siséltdd maailman s3. Generoidun alimallin ehtojen tayttdmiseksi voi-
daan siis méaritella

S" = {s2, 83,584,585},
R = {(s2,55), (83, 52), (83, 54), (54, 53), (54, 85) }

jav'(sg, A) = v'(s3, A) = true, v'(sq, A) = v/(s5, A) = false, jolloin mal-
i M’ on

A S2

S5

Koska tehtdvén lause toteutuu mallin M maailmassa sy, se toteutuu
myos mallin M’ maailmassa s,, koska M’ on generoitu alimalli. Koska
M’ siséltédd nelji mahdollista maailmaa, se on erds tehtdvin ratkaisu.

. F=(S,R): 51— 59

||

Sy <~— 83
F'= (S, R), missi S’ = {r1,m2} ja R’ = {{r1,m2), (r2,71)}:
1

)

T2

Muodostetaan kuvaus f: S — 5"

Kuvaus f on p-morfismi, koska

1. f on surjektiivinen (esim. 1 = f(s1) ja 12 = f(s2))

2. Vs, t € S : jos sRt pétee, niin f(s)R'f(t) pitee
(Esimerkiksi paria (sq, s2) € R vastaa pari (f(s1), f(s2)) = (r1,72),
joka kuuluu relaatioon R'; loput relaation R parit voidaan tar-
kistaa vastaavasti.)

3. Vs € SVt e S :jos f(s)R't piitee, niin on olemassa u € S siten,
ettd sRu ja f(u) =t pitee
(Esimerkiksi (r2,71) = (f(s4),71) € R/, ja havaitaan, ettd s, € S,
s4Rsy ja f(s1) = r1; loput tapaukset vastaavasti.)

P-morfismeja koskevan proposition perusteella seuraa, etti
jos FEP, nin FEP

kaikille lauseille P.



