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Ratkaisut

1. M:

a) M,afE A(PUQ), silld (esim.) (a,b,d,d,d, ...) on tilasta a alkava
tiysi polku, joka ei kulje sellaisen tilan s € S kautta, jolle pétisi
M, s EQ.

b) Mallin F-reiluja polkuja ovat kaikki ne téydet polut, jotka kaikille

lauseille ¢ € F sisaltévit adrettomén monta tilaa s € S siten,
ettd M, s = ¢. Koska F' = {R}, rajoitutaan siis tarkastelemaan
sellaisia polkuja, jotka sisdltdvit ddrettomén monta tilaa s € S,
joille M, s = R.
Koska {s € S | M,s = R} = {f}, scuraa, ctti kaikkien mallin
F-reilujen polkujen tulee kulkea ddrettomén monta kertaa tilan f
kautta. Koska tiloista c ja d ei ole yhteytta tilaan f, mikdan F-reilu
polku ei voi kulkea néiden tilojen kautta. Siten mallin jokainen F-
reilu polku on muotoa

(asbye,... e, f,a,be, ... e fabe ... e f,...)
~—— ~—— ~—
n1 kpl na kpl ny kpl
missé nq,no,ng,... ovat (ddrellisid) positiivisia kokonaislukuja.

Koska erityisesti n; on #érellinen ja M, a = P, M,b |= P, M, ¢ |=
P sekii M, f = Q, seuraa, ettd M, a =rp A(PUQ) piitee.

¢) M,a |=EGP,silld (a,b, e, e, e, ...), on tilasta a alkava tiysi polku,
jonka jokaisessa tilassa s € {a,b, e} pitee M, s |= P.

d) Huomataan, etté c-kohdan polku on mallin ainoa tilasta a alkava
téysi polku, jonka kaikissa tiloissa lause P pétee. Tamé polku ei
kuitenkaan ole F-reilu, silld se ei kulje kertaakaan tilan f kautta.
Siten M, a - EGP.

2.

Jirjestetiian lauseen AXE((P — Q)U(PAQ)) alilauseet jirjestykseen,
jonka avulla alilauseiden totuusarvo mallin eri tiloissa voidaan méarit-
téé vaiheittain alemmin késiteltyjen alilauseiden totuusarvojen perus-
teella, kunnes saadaan lopulta selville koko lauseen totuusarvo mallin
eri tiloissa. Alilauseet voidaan késitelld esimerkiksi jérjestyksessi

P.Q,P—Q,PAQE((P—QU(PAQ)),AXE((P — QU(PAQ)).

Lauseiden P ja @) totuusarvot saadaan suoraan valuaatiosta v. Laske-
taan alilauseen P — () totuusarvot mallin eri tiloissa:

P (a> (d QP—Q
QP —Q C\ b>
L/P4~>Q

P.Q,P—Q

Alilause P A Q:

a

§

QP—-Q ¢ b PQP—-QPAQ

N

e P—Q

d Q,P—Q

Lasketaan alilauseen E((P — Q)U(P AQ)) totuusarvot luentokalvois-
sa esitetyn CheckEU-algoritmin avulla. Aloitetaan siis tilajoukosta, jos-
sa alilause P A Q on tosi ({b}) ja merkitdtin E((P — Q)U(P A Q))
todeksi tilassa b. Kerédtddn tdmén jilkeen kaikki ne tilat s € S, joille
(s,b) € Rja M,s = P — Q (ja joihin lause E((P — Q)U(P A Q))
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ei ole vield merkitty todeksi). Saadaan tilajoukko {d, e}, jonka kaikkiin
tiloihin merkitéén lause E((P — Q)U(P AQ)) todeksi. Toistetaan nyt
menettely tilajoukon tilojen d ja e edeltijille ja edelleen niiden edel-
téjille niin kauan, kunnes tulosjoukko ei endéd kasva. Koko algoritmin
suoritus voidaan siis esittdd seuraavasti:

Kierros Tulosjoukko | Kasiteltdvanid | Tulosjoukkoon
oleva lisattavat tilat
tilajoukko

1 {b} {v} {d,e}
fhde} {doe} o)
3 {b,c,d,e} {c} 0

[}

Alilause E((P — Q)U(P A Q)) pétee siis tiloissa

a

g

E(P—=QUPAQ)) ¢ b E(P-QUPAQ)

\

e E(P—-QUPAQ)

d E((P—QU(PAQ))

Lasketaan viimein lauseen AXE((P — Q)U(P A Q)) totuusarvot ke-
radmalld kaikki ne mallin tilat, joiden kaikille R-relaation seuraajati-
loille ptee E((P — Q)U(P A Q)). Lopputulos on siten

AXE((P - Q)U(PAQ)) a d AXE((P—QU(PAQ))

c b AXE((P — QU(PAQ))

N\

e AXE((P— QU(PAQ))

a P

7\
O 0

P.Q

e

Esitetddn lause ensin EU- ja EG-operaattoreiden avulla:

AG(Q — A(EFPUAFP))
=AG(Q — A(E(TUP)U-EG-P))
= AG(Q — ~E((-~~EG-P)U(=E(TUP) A =—=EG~P)) A "EG--EG~P)
AG(Q — ~E((EG-P)U(-E(TUP) AEG~P)) A -EGEG~-P)
-~EF-(Q — ~E((EG~P)U(-E(TUP) AEG~P)) A ~EGEG~-P)
-E(TU~(Q — ~E((EG-P)U(-E(TUP) AEG~-P)) A-EGEG~P))

Jérjestetdadn alilauseet sopivaan laskentajérjestykseen, esim.
P,Q,~P,EG-P,EGEG-P,-EGEG-P,
E(TUP),-E(TUP),-E(TUP) A EG-P,

E((EG-P)U(-E(TUP) AEG-P)),—E((EG-P)U(-E(TUP) AEG-P)),
-E((EG-P)U(-E(TUP) AEG-P)) A ~EGEG-P,
Q — —~E((EG-P)U(-E(TUP) A EG-P)) A -EGEG-P,
-(Q — ~E((EG-P)U(-E(TUP) A EG-P)) A ~EGEG-P),
E(TU-(Q — —-E((EG-P)U(=E(TUP) AEG-P)) A—-EGEG-P)),
-E(TU-(Q — -E((EG-P)U(=E(TUP) AEG-P)) A —-EGEG-P))

Koska P pitee tiloissa a ja ¢, niin ~P piitee tiloissa {b, d, e}. Nyt lauseen
EG-P totuusarvo voidaan laskea luentokalvoilla  esitetyn
CheckEG-algoritmin avulla. Muodostetaan siis ensin mallin M rajoit-
tuma M’ niihin tiloihin, joissa - P pitee:

-PQ b

Y

Etsitddn seuraavaksi mallin M’ ei-triviaalit vahvasti kytketyt kom-
ponentit! ja merkitdin lause EG—P todeksi kaikissa niihin kompo-
nentteihin kuuluvissa tiloissa. Keritdén sitten (samalla tavoin kuin

-P

e =P

Wleisesti: Mallin M = (S, R,v) tilojen ei-tyhji osajoukko ) C C C S on M:m ei-
triviaali vahvasti kytketty komponentti, jos mitké tahansa kaksi tilaa z,y € C ovat M:ssé
saavutettavissa toisistaan joitakin vihintééin yhden R:n kaaren sisdltdvid polkuja pitkin,
ciké ole olemassa tiloja z € C', w € S\ C siten, etté z ja w olisivat saavutettavissa M:ssi
toisistaan tillaisia polkuja pitkin.



CheckEU-algoritmissa) vaiheittain kaikki ne tilat, jotka ovat jonkin néi-
hin komponentteihin kuuluvan tilan edelt#jid mallissa M, merkitdin
lause todeksi myos néissé tiloissa ja toistetaan tarkastelu kaikille néille
tiloille niin kauan, kunnes ei endd saada uusia tiloja, joissa lause ei jo
olisi tosi.

Ainoa M’ ei-triviaali vahvasti kytketty komponentti on {b, d}. Kos-
ka tila e ei ole kummankaan tilan edeltdjd M’:ssa, CheckEG-algoritmi
pysdhtyy heti ensimméisen kierroksen jilkeen:

Kierros Tulosjoukko | Kasiteltdvand | Tulosjoukkoon
oleva lisdttavat tilat
tilajoukko
1 | g | {bd | 0

On siis saatu tulos

a_ P.-Q
-~P,Q,EG-P (b/ ¢ PQ
-~P,~Q,EG-P d) O P, =0

Lasketaan seuraavaksi lauseen EGEG—P totuusarvot kiayttamalld uu-
delleen CheckEG-algoritmia. Muodostetaan siis mallin M rajoittuma
M" niihin tiloihin, joissa EG—P piitee:

-P,Q.EG-P

-P,~Q,EG-P d

Ainoa mallin M” ei-triviaali vahvasti kytketty komponentti on {b, d}.
CheckEG-algoritmi pysihtyy jilleen ensimmaéisen kierroksen jélkeen:

Kierros Tulosjoukko | Kasiteltdvénd | Tulosjoukkoon
oleva liséttavat tilat
tilajoukko
1 | {ag | {bd | 0

Lause EGEG—P piitee siis tiloissa b ja d, jolloin sen negaatio pitee
tiloissa

wt

a P,~Q,~EGEG-P

/N

-P,Q,EG-P ) ¢ P,Q,-EGEG-P

Y

€ ‘!P, ‘\Q, -EGEG-P

-P,-Q,EG-P d

Alilauseen E(TUP) totuusarvo voidaan laskea CheckEU-algoritmin
avulla:

Kierros Tulosjoukko | Kisiteltdvina | Tulosjoukkoon
oleva lisattavat tilat
tilajoukko

1 {a,c} {a,c} {e}
2 {a,c.e} {e} {d}
3 {a,c,d, e} {d} {b}
4 {a,b,c,d,e} {b} 0

Lause E(TUP) pitee kaikissa mallin M tiloissa, joten lauseen negaatio
—E(TUP) el pide missdéin mallin tilassa. Tistd seuraa, ettel myoskéin
konjunktio —E(TUP) A EG-P toteudu missdén mallin tilassa.
Sovelletaan  sitten  uudelleen  CheckEU-algoritmia  lauseeseen
E((EG-P)U(-E(TUP) /\EGﬂP)) . Algoritmi pééttyy heti, silld edel-
lisen perusteella jo algoritmin lihtotilajoukko on tyhja.

Kierros Tulosjoukko | Kasiteltdvanid | Tulosjoukkoon
oleva lisattavat tilat
tilajoukko
1 | 0 | 0 | 0

Lause —E((EG-P)U(=E(TUP) A EG-P)) piitee nyt mallin kaikis-
sa tiloissa. Koska aiemmin todettiin, ettid lause " EGEG-P toteutuu
tilajoukossa {a, ¢, e}, saadaan konjunktiolle

¢ = ~E((EG-P)U(-E(TUP) A EG-P)) A ~EGEG-P

N,
O 0

d—¢ @

tulos

e
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(Y114 olevassa kuviossa on tiloihin merkitty en#d vain ne alilauseet, joi-
den totuusarvoja tarvitaan vield jiljelld olevien alilauseiden totuusar-
vojen laskemiseksi.)

Alilause Q — ¢:

/‘L{Q”
b ¢ QpQ—p
Q—-v d e 9,Q—y¢

Alilause =(Q — ¢):

~Q—¢) b/\
0 )

d e

Lasketaan lauseen E(TUﬁ(Q — Lp)) totuusarvot CheckEU-algoritmil-
la:

Kierros Tulosjoukko | Kisiteltdvina | Tulosjoukkoon
oleva lisattavat tilat
tilajoukko
1 {0} {0} {a,d}
2 {a,b,d} {a,d} 0
a E(TU-(Q — ¢))
B(TU-Q ) b

Y

E(TU~(Q—¢) d—¢

Lopputulokseksi saadaan viimein




T-79.5101 kevit 2007
Laskennallisen logiikan jatkokurssi

Laskuharjoitus 12

Ratkaisut

1.

M:

O

a

N
N

®)

PQ b

~

Lauseen X(-PUQ) sulkeuma:
CL(X(~PUQ)) = {X(~PUQ), ~X(~PUQ), ~PUQ, X~(~PUQ),
=(=PUQ), ~P,Q,~X~(=PUQ), P,~Q}

Muodostetaan atomit. Koska v(a, P) = v(a, Q) = false, saadaan tilan
a perusteella taulu

T
-P
-Q
-PUQ ~(~PUQ)
RN N
Q -P ) -
® X(=PUQ) P -X(~PUQ)
| ® |
-X~(-PUQ) X~(~PUQ)

Taulun avoimista haaroista saadaan kelvolliset lausejoukot

Ky ={T,-P,~Q,~PUQ,X(~PUQ), ~X~(~PUQ)}
Ky = {T,~P,=Q,~(~PUQ), -X(~PUQ), X~(~PUQ)}

Tilasta a ja niistd lausejoukoista saadaan siten atomit (a, K;) ja
(a, K3). (Lauscjoukot K; ja K, ovat siis suurimmat mahdolliset
CL(X(=PUQ))m ristiriidattomat! osajoukot, jotka ovat yhtépitévia

!Lausejoukko K on ristiriitainen, jos ¢, ~¢ € K jollekin lauseelle ¢.

atomilauseiden valuaation kanssa tilassa a: minké tahansa lauseen ¢ €
CL(X(=PUQ)) \ K; lisdéminen joukkoon K;, i € {1,2}, tekisi lause-
joukon ristiriitaiseksi.)

Koska atomilauseilla P ja () on tilassa ¢ sama valuaatio kuin tilassa a,
tilan ¢ perusteella saadaan atomit (¢, K7) ja (¢, K3).

Muodostetaan taulu tilan b atomilauseiden valuaation perusteella:

.
P
Q
/ \
-PUQ -(-PUQ)
N
Q -P -Q -Q
o X(~PUQ) P -X(-~PUQ)
X(-PUQ)  -X(-PUQ) ® ® ®

I I
-X~(-PUQ)  X~(-PUQ)

Taulun avoimista haaroista saadaan lausejoukot

K3 ={T,P,Q,~PUQ,X(-PUQ),-X~(-~PUQ)}
K, ={T,P,Q,~PUQ,~X(~PUQ),X~(-PUQ)}

Tilan b perusteella saadaan siis atomit (b, K3) ja (b, Ky).

Muodostetaan vield taulu tilan d suhteen:

.
P
-Q
P
-PUQ S(-PUQ)
RN
-P - -Q
®  X(-PUQ) P -X(=PUQ)
® |

X(-PUQ) SX(~PUQ)  X~(-PUQ)
[ \
~X-(-PUQ)  X~(~PUQ)

Nyt saadaan lausejoukot

K5 ={T,P,-Q,~(=PUQ),X(~PUQ), -X~(-PUQ)}
Ko = {T,P,~Q,~(-PUQ),~X(~PUQ),X~(-PUQ)}

(lausejoukko K saadaan kahdesta taulun avoimesta haarasta). Tilan d
perusteella saadaan siis atomit (d, K5) ja (d, K).



Muodostetaan graafi G = (N, E), jonka solmujen joukko N koostuu
kaikista edelld mééritetyista atomeista, ts.

N = {(a, K1), (a, K2), (b, K3), (b, K4), (¢, K1), (¢, K2), (d, K5), (d, Kg) }

ja jonka kaaret toteuttavat seuraavan ehdon: atomista (s, K) on kaari
atomiin (s', K'), jos ja vain, jos

(a) (s,s') € R (mallissa M) ja
(b) kaikille K:n muotoa X¢ oleville lauseille pétee ¢ € K'.

Jalkimmaiisen ehdon tarkistamiseksi voidaan ensin muodostaa K;-
joukkojen vilille "yhteensopivuusrelaatio”, joka voidaan esittédé tauluk-
kona seuraavasti:

| Ky Ky K3 Ki K; Kg

K| x X X
Ky X X X
Ks | x X X
Ky X X X
K5 | x X X
Kg X X X

Taulukon émnen rivin jmnessi sarakkeessa on rasti, jos ja vain, jos
kaikille lauseille X¢ € K; pitee ¢ € Kj: esimerkiksi pari (K7, K3)
toteuttaa ehdon, koska X(—PUQ) € K; on Kim ainoa muotoa Xp
oleva lause ja =PUQ € Kj.

Ehdot (a) ja (b) voidaan nyt tarkistaa relaation R ja ylli olevan taulu-
kon avulla. Esimerkiksi atomista (b, K3) voisi relaatiota R koskevan eh-
don (a) perusteella olla kaari mihin tahansa atomeista
{(a, Ky), (a, Ks), (d, K5), (d, KG)}; koska K-joukkojen vilinen ehto ei
kuitenkaan ylld olevan taulukon perusteella piéde pareille (K3, Ks),
(K3, K5) ja (K3, Ke), jiljelle jad ainoastaan kaari {(b, K3), (a, K1)).

Graafiksi G saadaan

(¢, K3)

a7

(e, K1) =— (a, K1) =— (d, K5) =— (d,

RNl

(b, K3) (b, K1) — (a,

=~

6)

N

2)

c

Lauseen EX(—PUQ) toteutuvuuden méérittdmiseksi tilassa a tutki-
taan, onko graafissa G polkua, joka alkaa jostakin atomista (a, K)
(K € {Ki,..., Kg}) siten, ettd lause X(=PUQ) kuuluu joukkoon K, ja
polku johtaa johonkin itsetoteutuvaan ei-triviaaliin vahvasti kytkettyyn
komponenttiin. (Vahvasti kytketty komponentti C' C N on itsetoteu-
tuva, jos kaikkien atomien (s, K) € C kaikille joukkoon K kuuluville
muotoa U oleville lauseille on olemassa atomi (s, K') € C' siten,
etti ¢ € K'.)

Graafin G ainoa ei-triviaali vahvasti kytketty komponentti on C' =
{(a, K1), (a, K3), (b, K3), (b, Ky), (¢, K3), (d, K5), (d, Kg) }. Tamé kom-
ponentti on myos itsetoteutuva, silld ainoa C':n solmuissa esiintyvi
muotoa U1 oleva lause on =PUQ), ja C siséltdé esim. atomin (b, K3),
jolle pitee Q € K.

Nihdéén, ettd komponentti C' on saavutettavissa esimerkiksi atomista
(a, Ky) (koska (a,K;) € C)). Koska X(=PUQ) € K, scuraa, ettd
M, a = EX(-~PUQ) pitee.

. M:

O

a

P b Tsce<P
GO
M,a | AFGP pitee, jos ja vain, jos M,a E —-E-FGP pitee,
jos ja vain, jos M,a K E-FGP. Tutkitaan siis, pitecké M,a =
E-FGP. Kirjoitetaan lause "FGP kiyttamélld ainoastaan X- ja U-
temporaalikonnektiiveja:

-FGP = -F-F-P
-F~(TU-P)

=(TU~(TU-P))

Lauseen =(TU=(TU-P)) sulkeuma:

CL(=(TU~(TU-P))) = {~(TU~(TU-P)), TU~(TU-P),
T,~(TU-P),X(TU~(TU-P)),~T,
TU-P, ‘!X(TU‘\(TU‘\P)), - P,
X(TU-P),X~(TU~(TU-P)), P,
-X(TU-P), X~ (TU—\(TU—\P))A,
X~(TU-P),~X~(TU-P)}



Muodostetaan atomit. Koska v(a, P) = false, saadaan tilan a perus-

teella taulu

;U{ ~(TU-P)
N\
P b

-T  -X(TU-P)
®

jossa haara T on

-P

TU~(TU-P) ~ TU~(TU-P)
N
~(TU-P) T TU-P TU-P
® X TU~(TU-P) -T ~X TU~(TU-P)
| ® |
~X- TU~(TU-P) X~ TU~(TU-P)
X(TU-P) -X(TU-P) X(TUSP) -X(TU-P)
| | | I
~X~(TU-P)  X~(TU-P) —~X~(TU-P)  X~(TU=P)

ja haara Ty on

T
X(TU-P)
|
-X~(TU-P)
TU~(TU-P) - TU~(TU-P)
_—— N\

~(TU-P) T TU-P TU-P

® X TU~(TU-P) -T -X TU~(TU-P)
| ® |

-X- TU~(TU-P) X TU~(TU-P)

Taulun avoimien haarojen perusteella saadaan nyt lausejoukot

Ky ={T,-P, TU-P, TU~(TU-P),X(TU~(TU-P)),
-X~(TU~(TU=P)),X(TU-P),~X~(TU-P)}
={T,-P, TU-P, TU=(TU-P), X(TU~(TU-P)),
-X~(TU~(TU=P)),-X(TU-P),X~(TU-P)}
K3 = {TA, -P, TU-P, ‘\(TUﬁ(TU‘\P)) s ‘\X(TU‘\(TU‘\P))A,
X=(TU~(TU-P)),X(TU-P),~X~(TU-P)}
Ky = {TA, P, TU-P, —\(TU—\(TU—\P)) s —\X(TU—\(TU—\P))A,
X~(TU~(TU-P)),-X(TU-P),X~(TU-P)}
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K5 = {T,-P, TU=P,X(TU=P),-X~(TU=P), TU~(TU-P),
(TU—\(TU—\P) —\X—\(TUﬂ (TU-P) )}
K¢ ={T,-P, TU=P,X(TU~P), ~X~(TU-P),~(TU~(TU-P)),
-X(TU~(TU-P)),X~(TU~(TU-P))}

Niin saadaan atomit (a, K1), (a, K3), (a, K3), (a, K4), (a, K5) ja (a, Kg).

Koska v(b, P) = v(c, P) = true, tilojen b ja c:n perusteella saadaan
taulu

T
P
TU-P ~(TU-P)
-P T 1,/ \p
® X(Tu-p) -T  -X(TU-P)

| ®

!

jossa haara T3 on

-X~(TU-P)
TU~(TU-P) ~ TU~(TU-P)
-(TU-P) T TU-P TU-P
® X TU(TU-P) -T -X TU—(TU-P)
®
—-X- TU—~(TU-P) X— TU(TU=P)
ja haara T) on
X~(TU-P)
TU-(TU-P) —~ TU=(TU-P)
=(TU-P) T TU-P TU-P
X TU~(TU-P) -7 -X TU~(TU-P)
X TUA(TU-P) -X TU~(TU-P) I ® ®

| | X~ TU~(TU-P)

~X~ TU~(TU-P) X TU~(TU-P)



Niin saadaan lausejoukot

K7 ={T,P, TU-P,X(TU-P),-X~(TU-P), TU~(TU-P),
X(TU—(TU-P)),-X~(TU~(TU-P))}

= {T,P, TU-P,X(TU=P),~X~(TU=P),~(TU~(TU-P)),

-X(TU~(TU-P)),X~(TU~(TU-P))}

Ko = {T,P,~(TU-P),-X(TU-P),X~(TU-P), TU=(TU-P),

X(TU—\(TU—\P) —\X—\(TU—\ (TU-P) )}

Ko = {T, P,~(TU-P),-X(TU=-P), X~(TU-P), TU~(TU-P),

-X(TU~(TU-P)),X~(TU~(TU-P))}

(lausejoukko Ky saadaan taulun kahdesta haarasta). Néin saadaan ato-
mit (b, K7), (b, Ks), (b, Ky), (b, K10) seki (¢, K7), (¢, Kg), (¢, Ky) ja

(¢, K1o)-

K-joukkojen vélinen "yhteensopivuusrelaatio” on nyt seuraava:

K, Ky K3 Ky Ks K¢ K; Kg K9 Kj
K, X X X X

Ky X X
K3 X X X X

Ky
K5 X X X X

Kg X X X X

K7 X X X X

Kg X X X X

Ky X X
Ky

Graafi G:
‘) O
(a K1) — (b, K7)
(a, 1(2 (a, K5) — (¢, K7)
)
b Kg (C I(Q‘)/)
(b, Kw (e Klo
O ')

(a, K3) — (b, K3)

(a, K1) =— (a, Kg) — (¢, K3)

G ei-triviaalit vahvasti kytketyt komponentit ovat

={(a. K1), (a, K5)}
{((L K;),(a Kﬁ)}
C'3 =1{(b,K7),(c, K7)}
Cy = {(b,Ks),(c,Ky) }
Cs = {(b, Ko), (¢, Ko) }

Naistd komponenteista Cy ja Cs ovat itsetoteutuvia. On siis tutkitta-
va, onko jompikumpi néistd komponenteista saavutettavissa jostakin
graafin solmusta (a, K), missé ~(TU~(TU-P)) € K. Koska lause
ﬁ(TUﬁ(TUﬁP)) kuuluu esimerkiksi joukkoon K ja Cy on saavutet-
tavissa solmusta (a, Kg) (koska (a, Kg) € Cb), seuraa, etti M,a |=
E-FGP pitee. Siten M,a = AFGP ei piade mallissa M.
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Ratkaisut

1. Aloitetaan lauseen negaatiosta
—\<(Q V(P AAXA(PUQ))) — A(PUQ)> A
Muunnetaan lause positiiviseen normaalimuotoon:
(Q v (PA AXA(PUQ))) A-A(PUQ)
(Q v (PA AXA<PUQ))) AE(-PBQ)
Muodostetaan taulu. Aloitetaan OR-solmusta
Dy ={(QV (P A AXA(PUQ))) AE(-PBQ)},
jonka AND-seuraajat ovat
Co = {(Q v (PA AXA(PUQ))) AE(-PBQ),
QV (P AAXA(PUQ)), E(-PBQ),
Q,~Q,~P v EXE(-PBQ), ﬁP}
0 = {(Q v (PA AXA(PUQ))) AE(-PBQ),
QV (P A AXA(PUQ)), E(-PBQ),
Q,-Q, P\ EXE(-PBQ), EXE(ﬁPBQ)}
Cy = {(Q v (PA AXA(PUQ))> ANE(=PBQ),

QV (P A AXA(PUQ)),E(-PBQ),
P AAXA(PUQ), P,AXA(PUQ), ~Q,

-PVEXE(-PBQ), ﬁP}
s ={(@V (PAAXA(PUQ))) AE(-PBQ),

QV (PANAXA(PUQ)),E(-PBQ),
P AAXA(PUQ), P,AXA(PUQ),-Q,

PV EXE(-PBQ), EXE(ﬂPBQ)}

Solmut Cy, € ja Cy voidaan karsia pois, koska ne sisiltdvit jonkin
lauseen ja sen negaation. (Ristiriitaisten AND-solmujen karsintasiin-
toja voidaan siis tyoméadrdn viahentdmiseksi soveltaa jo AND-solmuja
muodostettaessa; voidaan osoittaa, ettd milldan solmulla, joka saatai-
siin edelleen generoimalla tiydellisesti kaikki solmujen Cp, Cy tai Cy
OR-seuraajat, ndiden AND-seuraajat jne., ei ole merkitysti tutkitta-
vana olevan lauseen toteutuvuustarkistuksen kannalta lopullisessa tau-
lussa. Tamaé johtuu siité, ettd mik&én néin syntyvistd solmuista ei si-
sélld tutkittavana olevaa lausetta, eikd mikééin jostakin muusta AND-
solmusta liahtevi tulevaisuuspolku voi kulkea ristiriitaisen AND-solmun
kautta.)

Koska solmu Cj siséltdd lauseet AXA(PUQ) ja EXE(-PBQ), sol-
mulle C3 saadaan OR-seuraaja Dy = {A(PUQ), E(ﬁPBQ)}

Dp:n AND-seuraajat:

Cy=DyU {Q, -Q, PV EXE(-PBQ), —\P}
Cs = D1U{Q.~Q,~P V EXE(-PBQ), EXE(-PBQ)}
Cs = D1U{P ANAXA(PUQ), P, AXA(PUQ),-Q,
-PVEXE(-PBQ),~P}
Cr; = D1U{P ANAXA(PUQ), P, AXA(PUQ),-Q,
-P Vv EXE(-PBQ),EXE(~PBQ)}
Koska solmut Cy, C5 ja Cg ovat ristiriitaisia, ne voidaan karsia pois. Jal-
jelle jéa solmu Cf, jolle saadaan OR-seuraaja {A(PUQ)7 E(ﬂPBQ)} =
D;.
AND-solmu C; karsitaan pois, silld tdmé solmu siséltdd tulevaisuus-
lauseen A(PUQ), joka ei toteudu solmussa. Tamé johtuu siitd, ettd
taulusta ei voida erottaa solmusta C; lihtevid luentokalvoissa esite-
tyt ehdot tdyttavad asyklistd aligraafia, jonka kaikki lehtisolmut sisil-
téisivat lauseen @), ja lause P olisi mukana kaikissa muissa aligraafin
AND-solmuissa.

Solmun C7 poistamisen jéilkeen voidaan karsintasidéntdjen perusteella
poistaa jirjestyksessi solmut Dy, C3 ja Dy. Koska jiljelle jadvissi tau-
lussa ei ole yhtddn AND-solmua, joka siséltéisi lauseen

(Q v (P A AXA(PUQ))) AE(-PBQ),

seuraa, ettd lause on toteutumaton. Siten lauseen negaatio (alkuperii-
nen lause) on pétevé.



2. Muunnetaan lause ensin positiiviseen normaalimuotoon.

GFP — GF-P
-GFPV GF-P
FG-PvVv GF-P

Korvataan sitten lauseessa esiintyvat LTL:n konnektiivit F ja G CTL:m
konnektiiveilla AF ja AG, jolloin saadaan CTL-lause

AFAG-PV AGAF-P.

Taméa CTL-lause on toteutuva, jos ja vain, jos alkuperdinen LTL-lause
on toteutuva. Tutkitaan siis taulumenetelmélld, onko CTL-lause toteu-
tuva. Taulun juurena on OR-solmu

Dy = {AFAG-P Vv AGAF-P}.
Dy:n AND-seuraajat:

Co = {AFAG-PV AGAF-P,AFAG-P,AG-P,~P, AXAG~P}

C1 = {AFAG-P V AGAF-P, AFAG-P, AXAFAG-P}

Cy = {AFAG-PV AGAF-P, AGAF-P, AF-P,
AXAGAF-P,-P}

Cy = {AFAG-P Vv AGAF-P, AGAF-P, AF-P,
AXAGAF-P,AXAF-P}

Con OR-seuraaja: Dy = {AG—P}

Cyn OR-seuraaja: Dy = {AFAG-P}

Cym OR-seuraaja: Dy = {AGAF-P}

C3:n OR-seuraaja: Dy = {AGAF-P, AF-P}

Dyn AND-seuraaja: Cy = {AG—P,-P, AXAG-P}

Dym AND-seuraajat:

Cs = {AFAG-P,AG-P,~P, AXAG—-P}
Cs = {AFAG-P, AXAFAG-P}
D3:n AND-seuraajat:

C; = {AGAF-P,AF-P, AXAGAF-P, ~P}
Cs = {AGAF-P,AF-P, AXAGAF-P, AXAF-P}

Dy:n AND-seuraajat:

Cy = {AGAF-P, AF-P, AXAGAF-P, ~P} = C;
Cio = {AGAF-P, AF-P, AXAGAF~P, AXAF-P} = Cj

Cym OR-seuraaja: Ds = {AG—P} = D,

C5:n OR-seuraaja: Dg = {AG-P} = D,

Cen OR-seuraaja: Dy = {AFAG-P} = D,

C7n OR-seuraaja: Dy = {AGAF-P} = D;

Csm OR-seuraaja: Dy = {AGAF-P, AF-P} = D,

Huomaa, ettd mikédan ylld syntyvista AND-solmuista ei ole ristiriitai-
nen, joten solmujen karsinta ristiriitaisuuden perusteella ei téssé tehté-
visséd ole mahdollista.

Alustava taulu Tp:

Koska solmu Cyj ei sisiilla keskendén ristiriitaisia lauseita eikd myoskidn
yhtddn tulevaisuuslausetta, solmu Cjy jid mys lopulliseen tauluun. Tal-
16in OR-solmulle D; jdd tauluun seuraaja, joten solmua D; ei myos-
kddn karsita. Kaikki solmun Cj seuraajat jadvit siis myos lopulliseen
tauluun. Solmua Cj ei karsita, koska se ei sisilld keskendén ristiriitaisia
lauseita ja koska sen kaikki tulevaisuuslauseet (téssi tapauksessa vain
vksi, AFAG—P) toteutuvat alustavassa taulussa.



Seuraa, ettd Tp:sta saatava lopullinen taulu sisiltdd AND-solmun Cp,
joka sisdltaa lauseen AFAG—-P V AGAF-P. Todetaan, ettd tdméi
CTL-lause on toteutuva.

Solmujen Cj ja Cy avulla voidaan nyt muodostaa CTL-lauseelle malli

Co—— CQ
-P -P

Koska CTL-lause AFAG-P Vv AGAF-P on toteutuva, seuraa, etti
my6s LTL-lause FG-P V GF-P = GFP — GF-P on toteutuva.

wt



