T-79.5101 kevit 2007
Laskennallisen logiikan jatkokurssi

Laskuharjoitus 4

Ratkaisut

1. Vastaesimerkiksi kelpaa malli
M = (5, R, v), missi S = {s}, R={(s,s)}, ja v(s, P) = false.
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M = OP — OP pitee (koska M, s ¥ OP), ja M,s |- O-P pitee
myés, koska (s,s) € R, M,s Ik =P, cikd s:lld ole muita seuraajia
R-relaatiossa. Edelleen myos M, s |F OO-P pitee. Koska kuitenkin
M, s ¥ OP (eikd s:1ld ole muita seuraajia R-relaatiossa), el M, s I-
OOP pide. Siis M on vastaesimerkKki.

(Vastaesimerkit eivit yleisesti ole yksikisitteisid: samalla tavalla voi-
taisiin tarkistaa, ettd my6s mallit M" = (5", R',v'), missia S" = {s',t'},
R = {(s,t"),{t',s')} jav(s', P) = v(t/, P) = false ja M" = (S", R" V"),
S = {s”,t”,u“}, R = {(.S,I7t”>, (t”,u”), <U”,t”>} ]zl ,UII(SI/.’ P) _
v"(t", P) = true, v"(u", P) = false, ovat vastaesimerkkeji loogiselle
seuraavuudelle maailmoissa s’ ja s” vastaavasti.)

2. M = (S,R,v), missi S = {s,t}, R = {(s,s),(s,t),(t,s)}, v(s, P) =
true ja v(s, Q) = v(t, P) = v(t, Q) = false.
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M,s IF OPV OQ ja Mt IF OPV OQ pitevit (koska M, s IF P,
(s,s) € Rja (t,s) € R), ja M,s |- ~OP pétee, silld (s,t) € R ja
M, t ¥ P. Kuitenkin M, s ¥ ©Q, silla M, ' ¥ @Q kaikille s’ € S, joille
(s,s') € R. Siis M on (erils) vastaesimerkki.

3. Oletetaan, ettd
SU{P} LT = Q.

Silloin on olemassa M = (S, R, v) siten, etti
MESU{P}

1

4.

" dseS: VoeT: M,slk o, mutta M, sl Q.
Erityisesti M, t - P kaikilla ¢ € S, joten

M,slF PANOPAOOP ADOOP.
Koska myds M = X piitee, seuraa, etti

Y LT = PAOPADBOPADOOP — Q.

a) Oletetaan, ettd kehys F = (S, R) on transitiivinen, mutta lause
OP — 0OOP ei ole patevi kehyksesséd. On siis olemassa kehykseen
F perustuva malli M = (S, R,v) ja maailma s € S siten, ettd
M, s ¥ OP — O0OP. Téllsin M, s IF OP, mutta M, s ¥ OOP.
Jalkimmaéisestia vaatimuksesta seuraa, ettid on olemassa t € S si-
ten, ettd (s,t) € R ja M,t ¥ OP. Edelleen p#itelldén, ettd on
olemassa u € S, jolle (t,u) € R ja M,u ¥ P. Koska (s,t) € R
ja (t,u) € R, seuraa nyt kehyksen F transitiivisuudesta, ettd
(s,u) € R. Koska siis (s,u) € R ja M,ul¥ P, M,s ¥ OP, mis-
té seuraa ristiriita, silla edelld oletettiin, ettd M, s IF OP. Lause
OP — OOP on siis péteva kehyksessi.

Oletetaan, ettd kehys F = (S, R) on ecuklidinen. Olkoon M =
(S, R, v) kehykseen F perustuva malli ja s € S jokin sen maailma,
jolle piitee M, s IF =OP. Silloin
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M, s OP,
joten
deS:(s,t)e R ja Mt P

Oletetaan, ettd (s, u) € R. Koska (s,t) € R, kehyksen cuklidisuu-
desta seuraa, ettd (u,t) € R. Siis

M u ¥ OP,
ja

M, u |- -0P.
Koska u on mielivaltainen s seuraaja, M,s |- O-0P, ja on
todistettu

M, sl--0P — O-0P.

Siten ~OP — O-0P on patevé mallissa M, ja koska M on mieli-
valtainen kehykseen F perustuva malli, ~0P — O-=0OP on patevi
kehyksessa F.



5. Oletetaan, ettd F = (S, R) on refleksiivinen ja euklidinen. Jos sRt pé-
tee, niin refleksiivisyyden perusteella myos sRs pétee. Euklidisuudesta
seuraa nyt, ettd myos tRs pitee, joten kehys on symmetrinen.

Oletetaan sitten, ettd sRt ja tRu ovat voimassa. Symmetrisyyden pe-
rusteella tRs pétee, ja euklidisuudesta puolestaan seuraa, ettd sRu pé-
tee. Kehys on siis transitiivinen.
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Ratkaisut
Aksiooma K:
K: OF—Q)— (0P - 0Q)
Pédttelysddnnot:
MP: PP—Q
Q
-
opP
1. a) Oletetaan, ettd kehys F = (S, R) on sarjallinen, mutta lause

OP — OP ei ole patevi kehyksessd. On siis olemassa kehykseen
F perustuva malli M = (S, R,v) ja maailma s € S siten, etti
M, s ¥ OP — OP. Tillsin M, s I OP, mutta M, s ¥ OP. Jil-
kimmaéisestid vaatimuksesta seuraa, etté ei ole olemassa maailmaa
t € S siten, ettd (s,t) € R ja M,t I P. Lisiksi oletuksen no-
jalla kehys F on sarjallinen, joten on olemassa t € S siten, ettd
(s,t) € R. Néin ollen M, s ¥ OP. Tistd seuraa ristiriita, silld
edelli oletettiin, ettd M, s |- OP. Lause OP — <P on siis pétevi
kehyksessa F.

Oletetaan, ettd kehys F = (S, R) on heikosti tihed, mutta lause
OOP — OP ei ole péteva kehyksessd. On siis olemassa kehyk-
seen F perustuva malli M = (S,R,v) ja maailma s € S si-
ten, ettdi M,s ¥ OOP — OP. Téllsin M,s |- OOP, mutta
M, s ¥ OP. Jilkimmaéisestd vaatimuksesta seuraa, ettd on ole-
massa t € S siten, ettd (s,t) € R ja M,¢t ¥ P. Oletuksen no-
jalla kehys F on heikosti tihed, joten on olemassa u € S, jolle
(s,u) € R ja (u,ty € R. Koska (u,t) € R ja M,t ¥ P, seuraa
siitd, ettd M, u ¥ OP. Nyt (s,u) € R ja M,u ¥ OP, joten tiy-
tyy olla niin, ettd M, s ¥ OO P. Tésta seuraa ristiriita, silld edelld
oletettiin, etti M, s |- OOP. Lause OOP — OP on siis pétevi
kehyksessa F.
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P—(Q—P) [Tautologial 1. Q—~-P [GP]
o(P — (Q— P)) N, 1] 2. 0(Q — —P) [N, 1]
D(P*} (Q*}P)) — (DP*}D(Q*)P)) K] 3. 0O(Q— —P)— (0Q — O-P) K]
oP - 0(Q — P) [MP, 2, 3] 4. 0Q—O-P [MP, 2, 3]
5. ©Q—0Q [GP]
6. (0Q —0Q) —
1. OP—Q) [GP] ((0Q — 0-P) — (¢Q — O-P))  [Tautologial
2. (P—=Q)— (-Q— —P) [Tautologia] 7. (0Q — O-P) — (0Q — O-P) [MP, 5, 6]
3. O((P— Q) — (-Q — —P)) N, 2] 8. ©Q —0O-P [MP, 4, 7]
4. O((P = Q) = (-Q —» =P)) — 9. (=0-Q — O-P) — (-0-P — 0-Q) [Tautologial
(O(P - Q) — O(-Q - —=P)) [K] 10. —0-P — 0-Q [MP, 8, 9]

5. 0P —Q)—0(-Q—~P) [MP, 3, 4] 1. OP [LP]

6. O(-Q — —P) [MP, 1, 5] 12. 0-Q [MP, 10, 11]
7. O(=Q — —-P) — (0-Q — O0-P) [K]

8. O0-Q — O-P [MP, 6, 7]

1. P—-Q [ ]

2. Q— P [GP]

3. (P—Q)— ((-Q = P) — Q) [Tautologia]

4. (Q—P)-Q IMP, 1, 3]

50Q [MP, 2, 4]

6. 0Q [N, 5]

7. —QVS [LP]

8. (-QVS)—(Q—29) [Tautologia]

9. Q—S [MP, 7, §]

10. S [MP, 5, 9]

11. 0DQ — (S—0QAS) [Tautologia]

12. S—0QAS [MP, 6, 11]

13. OQAS [MP, 10, 12]
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e) Systemaattiseen K4-tauluun muodostuu #dretén haara, joten taulua

1. 1-0(000P — OP) ei saada koskaan valmiiksi. Koska tdmé &éreton haara ei ole suljettu,
2. 1-(00OP —0OP) (1) seuraa, etté lause OP — OOP ei ole K4-piitevi.
3. 1ooop (2) Huomataan, ettd lauseet =P ja —OP toistuvat taulussa prefikseilld
4. 1-0pP (2) (1,2,3), (1,2,3,4) ja (1,2,3,4,5). Siten niiti prefiksejii vastaavissa
5. 2-P ) vastamallin maailmoissa piteviit tdsmélleen samat lauseet. Adrellinen
6. 2 oop (3) vastamalli voidaan nyt yrittdd muodostaa samastamalla kaikki ndmé
7.38p (6) maailmat yhdeksi maailmaksi ja tarkistamalla, onko néin saatu malli
8. 2P @ lauseen K4-pétevyyden vastamalli. Kun tdmé tehddén ja huolehditaan
® siité, ettd transitiivisuusehto pysyy voimassa, saadaan malli
2. Systemaattinen K-taulu:
1. (I)=(0P — ©OP) (1,2,3)
2. ()oP (1) -pP
3. (1)-0OP (1)
4. (1,2)P (2)
5. (1,2)-0P (3) Nihdédn, ettd lause OP toteutuu mallin maailmassa (1), mutta lause
6. (1)-00P (3) QOP ei toteudu téssd maailmassa. Siten malli on vastamalli tehtavin
7. (1,2,3)=P (5) lauseen K4-pétevyydelle.
Ei K-pitevi. (1) —=(1,2) (1,2,3) 3
p P L ()=((©P — ©OP)A=P)
2. (I)=(OP —OOP) (1) |3, (1)-—P (1)
) 6. (1)oP (2) . (HP (3)
Systemaattinen K4-taulu: 7. {1)=ooP 2 |5 (1)-P (LP)
1. (1)=(OP — ©OP) 8. (L2)P (6) ®
2. (1)oP (1) 9. (1,2)=0P (7)
3. (1)-¢OP (1) 10. (1,2)0-P —-P  (GP)
4. {1,2)P (2) 11. (1,2)-0-P (10) | 12. (1,2)=P (10)
5 (1,2)-0P (3) 13. (1,2,3)--P (11) @
6. (1)=oOP (3) 4. (1,2,3)P (12)
7. (1,2,3)-P (5) 15. (1,2,3)=P 9)
8. (1,2,3)-0P (6) (transitiivisuus) ®
9. (1)-00OP (6)
10. (1,2,3,4)-P (8)
11. (1,2,3,4)-0P (9) (transitiivisuus)
12. (1)-<0OP 9)
13. (1,2,3,4,5)-P (11)
14. (1,2,3,4,5)-0P  (12) (transitiivisuus)
15. (1)-<oOP (12)



