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1. KB on symmetristen kehysten joukko. Kéénnetdén annettu lause pre-
dikaattilogiikkaan:

7(-0-0-0-P — -0-P,z)

= 7(~0-0-0-P,z) — 7(=0-P,z)

= —7(0-0-0-P,z) — —7(0-P,x)

= -y R(z,y) — 7(~0-0-P,y) — —Vy R(z,y) — 7(~P,y)

=Yy R(z,y) — ~7(0-0=P,y) — =¥y R(z,y) = ~7(P,y)

= -Vy R(z,y) — Vo R(y,z) — 7(-0-P,z) — ~Vy R(z,y) — ~P(y)

=Yy R(z,y) = —Vz R(y,z) — —7(0-P,z) — —Vy R(z,y) — —P(y)

=Yy R(z,y) — -Vz R(y,) - ~Vy R(z,y) = 7(~P,y)  — ~Vy R(z,y) — ~P(y)
=Yy R(z,y) — —Vz R(y,x) — ~Vy R(z,y) — -7(P,y) — —Vy R(z,y) — ~P(y)
=Yy R(z,y) — —Vz R(y,x) — =Vy R(z,y) —» -~P(y) — Yy R(z,y) — ~P(y)
=¢

Myos kehysaksiooma esitetéén predikaattilogiikan lauseena, jolloin saa-
daan lause
Vavy(R(z,y) = R(y,z)) (symmetrisyys)

Tama lause otetaan mukaan taulutodistukseen merkitseméalld se taulun
juureen todeksi. Lisdksi tauluun merkitééin lause VY epatodeksi.

Muodostetaan taulu:

1. VaVy R(z,y) — Ry, z)
2. —Vz -Vy R(z,y) = ~Vz R(y,z) - ~Vy R(z,y) > -Ply) — Yy R(z,y) = ~P(y)
3. - =Wy R(c,y) — —Vz R(y,x) — —Vy R(z,y) — ~P(y) — Yy R(c,y) — —P(y) (2, z/c)
4. =¥y R(e,y) — ~V¥z R(y,z) — ~Vy R(z,y) - ~P(y) (3)
5. ~Vy R(e,y) — ~P(y) (3)
6. - R(c,d) — ~Va R(d,x) — —¥y R(z,y) — ~P(y) (4, y/d)
7. Yy R(e,y) = ~P(y) (5)
8. R(c,d) (6)
9. ——Vz R(d,z) — —Vy R(z,y) — —P(y) (6)
10. Va R(d,x) — Yy R(z,y) — ~P(y) (9)
11. R(d,c) — ~Vy R(c,y) — —~P(y) (10, /c)
12. -R(d,c) (11) 13. ~Vy R(c,y) — —P(y) (11)
14. Vy R(c,y) — R(y,c) (1, z/c) |18. = R(c,e) — —P(e) (13, y/e)
15. R(c,d) — R(d,c) (14, y/d)|19. R(c,e) (18)
16. -R(c, d) (15)[17. R(d, ¢) (15) 20. ——P(e) (18)

® ® 21. R(c,e) — —P(e) (7, y/e)

22.-R(c,e) (21)[23. ~P(e)  (21)
® ®
1

2.

a) M, s Ik K P, koska v(sy, P) = v(sg, P) = true, ja
M, 51|k K3P ja M, s1 IF K3 P, koska v(sy, P) = true . Siten
M, sy |- EP.

b) M,s; - KbEP ja M, s1 IF K3EP, koska M, s; |- EP. Liséksi
M, s3Ik K1 P, koska v(s1, P) = v(sq, P) = true,
M, s3Ik Ky P, koska v(s2, P) = v(s3, P) = true ja
M, s3Ik K3 P, koska v(s2, P) = true. Siten
M, so |- EP, misté seuraa, ettd
M, s1 IF K1 EP. Siis
M, s1IF EEP.
Toisaalta tulos saadaan myos, jos huomataan, ettd P on tosi kai-
kissa maailmoissa, jotka ovat saavutettavissa s;:std kahdella aske-
leella.

¢) M,s; ¥ CP, koska s, on C-saavutettavissa sy:std ja v(sq, P) =
false.

3. Olkoon ¢ lause, joka ei ole S5-pitevi. Talloin silld on olemassa univer-

saali vastamalli M = (S, R, v), jossa on maailma s € S, jolle M, s ¥ .
Olkoon

F = {0y | O0¢ on ¢ alilause ja M, s |- =0y},

Silloin jokaista lausetta Ot € F vastaa maailma s, € S siten, ettéd
(s,sy) €R ja
M, sy IF ).

Olkoon M’ = (S’, R',v'), missi
S'={s}U{sy |OYp € F}CS,

R = 5'xS5"jav/(s', P) = v(s, P) kaikille @:ssi esiintyville atomilauseil-
le P ja kaikille s € S". Koska |F| < [Sub(¢p)|, on silloin |S’| < [Sub(p)].
(|Sub(p)] on ¢m alilauseiden lukumééri. )
Osoitetaan induktiolla, ett jokaiselle s € S ja jokaiselle ¢:n alilauseel-
le v pitee

M, s IF joss M IF .
Perustapaus (alilause on atomilause) on triviaali. Myds muotoa ¢’ A"
ja = olevien alilauseiden induktioaskeleet seuraavat heti. Olkoon sitten
alilause muotoa 0. Olkoon s’ € 5.



Jos M, &' IF Oy, niin M, ¢ IF 4 kaikilla ¢t € S, koska M on universaali.
Induktio-oletuksen perusteella M, ¢ I ¢ kaikilla ¢ € S’, mistd seuraa,
ettd M', ¢ IF O,

Toisaalta, jos M, s’ ¥ O, niin M, ¢ IF =04 kaikilla t € S’, koska M on
universaali. Erityisesti M, s |k =01, ja siksi O¢ € F'. On siis olemassa
maailma s, € S’ siten, etti (s, sy) € R ja M, sy Ik =), eli M, sy ¥ 1.
Induktio-oletuksen perusteella seuraa, ettd M’, s, ¥ v, joten M, s, IF
—p. Koska myos M’ on universaali, seuraa, etti M', s’ i O,

Koska erityisesti s € S" ja M, s ¥ ¢, ylld olevan tuloksen perusteella
seuraa, ettd M, s ¥ . Siten myds M’ on vastamalli p:lle.

Jos ¢ ei ole S5-pétevi, on olemassa universaali vastamalli M ja maa-
ilma s siten, ettd M, s ¥ ¢. Ylld olevan konstruktion avulla saadaan
@:lle toinen universaali vastamalli M’, jossa on korkeintaan |Sub(p)|
maailmaa.
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1. Perusoperaattori

M, s = AXP, joss M, t = P kaikille ¢, joille sRt
Korvataan P —P:1la:

M, s = AX—P, joss M, t |= =P kaikille ¢, joille sRt
M, sl AX=P, joss M, t [~ =P jollekin ¢, jolle sRt
M, s = 7AX—P, joss M,t [~ —P jollekin t, jolle sRt
M, s = EXP, joss M,t = P jollekin ¢, jolle sRt

Perusoperaattori

M, s = A(PUQ), joss mallissa M kaikille tdysille poluille (s, s1,...),
S0 = s, on olemassa ¢ siten, ettd M, s; |= @, ja kaikille j < i pétee

M,s; =P
Tehd#én korvaukset P — T, Q — P:

M, s = A(TUP), joss mallissa M kaikille tidysille poluille (s, s1,...),
So = s, on olemassa ¢ siten, ettd M, s; = P ja kaikille j < i pétee
M,s; =T

M, s = AFP, joss mallissa M kaikille téysille poluille (sg, s1,...),

S0 = s, on olemassa ¢ siten, ettd M, s; = P

Perusoperaattori

M, s = E(PUQ), joss mallissa M on olemassa téiysi polku (sg, s1,...),
So = s, ja on olemassa ¢ siten, ettd M, s; = Q ja kaikille j < i pétee
M,s; = P



Tehdéén korvaukset P — T, Q — P:

M, s = E(TUP), joss mallissa M on olemassa téysi polku (so, s1,. .. ),
So = s, ja on olemassa ¢ siten, ettd M, s; = P ja kaikille j < i pétee

M,s; =T
M, s = EFP, joss mallissa M on olemassa tiysi polku (s, s1,...),

So = $, ja on olemassa i siten, ettd M, s; = P

M, s = EFP, joss mallissa M on olemassa téysi polku (s, s1,...),
So = S, ja on olemassa ¢ siten, ettd M, s; = P

M, s = EF—=P, joss mallissa M on olemassa téysi polku (sg, s1,...),
Sp = s, ja on olemassa i siten, ettd M,s; = P

M, s = EF—P, joss mallissa M kaikille tdysille poluille (sg, s1,...),
S0 = s, ja kaikille i pidtee M, s; [ ~P

M, s = “EF-P, joss mallissa M kaikille téysille poluille (sg, s1,...),
S0 = s, ja kaikille i pitee M, s; = ~P

M, s = AGP, joss mallissa M kaikille téysille poluille (sq, s1,...),
S0 = s, ja kaikille i pitee M, s; = P

M., s = AFP, joss mallissa M kaikille téysille poluille (s, si,...),
S0 = s, on olemassa ¢ siten, ettd M, s; = P

M., s = AF-P, joss mallissa M kaikille téysille poluille (s, s1, ... ),
So = s, on olemassa ¢ siten, ettd M, s; = ~P

M., s = AF-P, joss mallissa M on olemassa téysi polku (sg, s1,...),
So = s, siten, ettd kaikille ¢ péitee M, s; & P

M, s = —AF-P, joss mallissa M on olemassa tdysi polku (so, s1, ... ),

so = s, siten, ettd kaikille ¢ pitee M, s; & P
M, s = EGP, joss mallissa M on olemassa téysi polku (sg, s1,...),
so = s, siten, ettd kaikille ¢ pitee M, s; = P

M,z |= PUQ, joss on olemassa i siten, ettd M, 2’ = Q ja kaikille j < i
pitee M, 27 = P

M,z |= TUP, joss on olemassa ¢ siten, ettd M, 2" |= P ja kaikille j < i
pitee M, 2’ =T

M,z |=FP, joss on olemassa i siten, etti M,z = P

M,z = FP, joss on olemassa i siten, etti M, 2’ = P
M,z = F=P, joss on olemassa i siten, etti M, z' | =P
M,z £ F-P, joss kaikille ¢ pitee M, 2" £ =P

M,z |= —F-P, joss kaikille i pitee M,z j& —P

M,z = GP, joss kaikille i pitee M, " = P

M,z |= PUQ, joss on olemassa i siten, ettd M, 2" = Q ja kaikille j < i
pitee M, 27 = P

M,z = (=P)U(=Q), joss on olemassa ¢ siten, ettd M, z' = ~Q
ja kaikille j < i pitee M,/ = =P

M,z = (=P)U(=Q), joss kaikille i: joko M, 2" [~ =@, tai on olemassa
J < i siten, ettd M, a7 £ =P

M,z = ~((=P)U(=Q)), joss kaikille i: jos M, 2" = —Q, niin silloin on
olemassa j < i siten, ettd M, 2’ £ ~P

M,z |= PRQ, joss kaikille i: jos M, 2" £ @, niin silloin on olemassa
Jj < i siten, ettdi M, 27 = P

. Mééritellddn esim.

v(sg, P) = true v(sp, Q) = false
v(sy, P) = false v(s1, Q) = true
v(sy, P) = false v(s2, Q) = false,

jolloin saadaan malli

So S1 SQ

P,=Q -PQ -P,=Q



Nyt téydelle polulle 2 = (sq, 1, S2, 2, S2, - . .) pétee
M,z = PUQ, koska M, 2! = Q ja M, 27 |= P piitee kaikille j < 1,

mutta M,z £ QRP, koska M, ! [£ P, mutta ei ole olemassa sellaista
j <1, jolle pitisi M, 27 = Q.
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1. a) PAEFQ
b) EF(P A AXAG-P)
¢) AG(P — AX(P — EFQ))
d) (P — A(PUQ)) A (-P — AX(P V AXP))
€)
)
) M

f

E(PUAG((Q — AX-Q) A (-Q — AXQ)))
AG(P - AG(-Q A—=R)) NAG((QV R) — AG=P)

2. a = (S, R,v), missi S = {s,t}, R = {(s,8),(t,8)}, v(s,P) =

true ja v(t, P) = false.

M, s = AFP piitee, koska (s, t,t,t,...) on ainoa s:sté alkava tiysi
polku, ja tilld polulla on tila s, jolle pitee M, s = P. Siten AFP
on toteutuva.
Jotta GFP toteutuisi mallissa M, tulisi mallissa silloin olla ole-
massa tiysi polku z, jolle M,z | GFP, jolloin M,z' = FP
patisi kaikille ¢ > 0, eli kaikille ¢ > 0 olisi olemassa j > ¢ siten,
ettd M, 27 = P. Toisin sanoen P:n pitdisi toteutua polun = ddret-
tomdn monessa (#drettdoméssi) loppuosassa. Tillaisia polkuja ei
kuitenkaan ole, silli M:n ainoat tdydet polut ovat (s,¢,t,t,...) ja
(t,t,t,...), ja P pitee ainoastaan #irellisen monessa niiden pol-
kujen dérettomésséd loppuosassa. Lause GF P ei siis ole toteutuva
mallissa M.

b) M = (S,Rv), missa S = {s,t}, R = {(s,s),(s,),(t, 1)},
v(s, P) = false ja v(t, P) = true.

VARV,

S t
-P P

M, s E EFAGP ja M,t = EFAGP pitevit, koska malli sisil-
tad taydet polut (s, t,t,t,...) ja (t,t,t,...), jotka kulkevat tilan ¢



Rat)

kautta, jolle selvisti piatee M, t = AGP. Lause EFAGP on siis
piitevi mallissa.

Lause FGP ei kuitenkaan ole pitevi mallissa, silld tdydelld polulla
(s,8,8,...) ei ole diretonti loppuosaa x siten, etti M, z' = P pi-
tisi kaikille ¢ (koska v(s, P) = false), jolloin siis M, (s, s,s,...) &
FGP.

M = (S,Rv), missii S = {s,t}, R = {(s,s), (s,1), (t,s), (1, 1)},
v(s, P) = true ja v(t, P) = false.

B t
P -P
Lause FXP on toteutuva, silli mallissa on (esim.) téysi polku
x = (t,8,5,8,...), jolle M,z = XP (koska v(s, P) = true), ja
siten M,z = FXP.
Lause EFAXP ei kuitenkaan ole toteutuva missidén mallin tilassa:
jos lause toteutuisi, olisi mallissa olemassa tilasta s tai ¢ lahteva
tilojen s ja t kautta kulkeva téysi polku, joka kulkisi lauseen AXP
toteuttavan tilan kautta. Tulisi siis olla joko M,s = AXP tai
M, t = AXP; kumpikaan néistd ei kuitenkaan toteudu, silld seké
s:114 ettéd t:114 on R-relaatiossa seuraaja t, jolle M, t [~ P.

M = (S, R,v), missi S = {s,t}, R = {(s,t),(t,s)}, v(s,P) =
v(s, V) = false ja v(t, P) = v(t, V) = true.

s € >y
P P
-V Vv
Téstd mallista voidaan erottaa tdydet polut 1 = (s,t,s,t,...) ja
o = (t,8,1,8,...).

o M,s = E(=VUP) piitee, silli M, 21 = P (koska v(t, P) =
true), ja kaikille ¢ < 1 pétee M,z | —V. Myds M,t =
E(-VUP) pitee, silli 2o on t:std lihtevd tdysi polku, ja
M,z = P.

Koska M,2) = =P, niin M,s = E(VU-P) piitee. Vas-
taavasti M, ¢t = E(VU=P) pitee, koska M,z} = =P, ja
Mzl =V kaikille ¢ < 1.

M.s = AF(V — AX-V) AEFV, silld z; on ainoa s:std
alkava tiysi polku, ja M,z; = F(V — AX-V) (koska sel-
viisti esim. M, 28 |V — AX-V, koska v(s, V) = false) ja

2

lisiksi M, z; |= FV, koska polku z; kulkee tilan ¢ kautta, ja
v(t, V) = true.

Samalla tavoin havaitaan, ettd M, ¢ = AF(V — AX=V) A
EFV, silld 25 on ainoa t:std alkava téysi polku, ja zo:lle pétee
M,z E AX=V, koska M,t | AX~V (ainoa t:n seuraaja
on s, ja v(s, V) = false). Myés M,t |= EFV pitee, koska
t:sté lihteviille tiydelle polulle xy pitee M,29 = V (koska
v(t, V) = true).

b) M = (S, R,v), missi S = {s,t}, R = {(s,¢),{t,s)}, v(t,P) =
(V) =

v(s, V) = false ja v(s, P) = )
s €< Ty
P -P

-V Vv

true.

)

Mallista M voidaan jilleen erottaa kaksi tayttd polkua
(s,t,8,t,...) jaxe = (t,s,t,s,...).

e M,s = AG(P — FV), silld z; on ainoa s:std alkava téysi
polku, ja M,z = G(P — FV). Tami puolestaan seuraa
siité, ettd M, 2% = FV (koska M, 22! = V) kaikilla k > 0
seki siitd, ettd M, 225+ £ P kaikilla k > 0.

Vastaavasti myos M,t = AG(P — FV) pitee, silli 2, on

ainoa t:sté alkava tédysi polku, ja M,zs = G(P — FV),

koska M, 23 £ P ja M, 22¥! = FV kaikilla k > 0.

M, s |= AF(P AF(=P AXP)), silld 21 on ainoa s:sté alkava

tdysi polku, ja M, 29 | P AF(=P A XP), koska M,z E P

(v(s, P) = true) ja M,29 = F(=P A XP), silli M,2t |

—P A XP (koska v(t, P) = false ja M, (z1)! = P).

Myds M,t = AF(P A F(=P A XP)) on voimassa, silli o

on ainoa t:stil lihtevi tiysi polku, ja koska 2} = z; = 29 ja

M, 2l |= PAF(=PAXP) (ks. ylld), M, zy = F(PAF(=PA

XP)).

e M,s = A(=VUV), silld z; on ainoa s:sti alkava téysi polku,
ja M,z | VUV, koska M,a1 E V (v(t,V) = true) ja
M.z} | =V kaikille ¢ < 1 (v(s, V) = false).

Koska v(t, V) = true, M, z |= =V UV piitee kaikille ¢:st alka-
ville téysille poluille z. Tésté seuraa, ettd M, ¢ = A(=VUV)
péatee.



