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Luku 1

Johdanto

Olkoon a = (ag, ai, as, . ..) € C*> jokin lukujono. Jonon a (tavallinen) generoiva
funktio on kompleksimuuttujan z a-kertoimisen potenssisarjan méiarittelema

funktio:

a(z) =ay+ a1z + a2 + ... = Zakzk.

Merkintda kdytetddn, vaikka sarja ei suppenisikaan muualla kuin origossa. Asi-

aan palataan tuonnempana.

Esimerkkeja:

(i) Jonon (1,1,1,...) generoiva funktio on

(tdmé& suppenee kun |z| < 1).

(ii) Jonon (1,2,4,8,...) generoiva funktio on

a(z) = 302 = Y (22 =

k>0 k>0

(tdmé& suppenee kun [z] < 1).

(iii) Jonon ((3), (}).--- . (7)) generoiva funktio on
a(z) = Z (Z) K= (1+2)"
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Generoivien funktioiden merkitys on siin, ettd ne luovat yksikdsitteisen vas-
taavuuden mielivaltaisten (suppenemisen huomioonottaen riittdvén hitaasti

kasvavien) lukujonojen ja origossa analyyttisten funktioiden vélille:

Lause 1.1. (Taylor et al.) Olkoon a(z) jokin origossa analyyttinen funktio, ja
sen potenssisarjaesitys a(z) = >, ., axz" (suppenee kun 0 < |z| < r, r > 0).
Talloin sarjan kertoimet on yksikdsitteisesti madrdtty; ne saadaan esimerkiksi

kaavasta a, = 25 a®(0). (Merkinté: a® — funktion a k:s derivaatta.) O

Termin z* kertoimelle funktion a(z) potenssisarjassa kiytetdin myos merkint#
[2Fla(z) = ay, ja tistd yleistden vield “termin (2% kertoimelle merkintii

[B2¥]a(z) = ﬁk_lak, missd 3, on mielivaltainen z:sta riippumaton tekija.

Esimerkki: Generoivien funktioiden kiyttd rekursioyhtidldiden rat-

kaisemiseen.

Fibonaccin luvut maaritelldan yhtalolla

fO - 07
fl = 1a
fe = fo1+ fo—2, B>2

Muodostetaan jonon (fo, f1, fe, . ..) generoiva funktio:

fz) = > ft

k>0

= 0+1-z—|—kazk

k>2

= 042+ (fror + fua)?"

k>2

= z+ Z fro12" + Z fr—2?"

k>2 k>2

= z+szkzk+z2kazk
k>0 k>0

= z+z2f(2) +22f(2)

Ratkaisemalla yht&lo saadaan f(z) = 1_;_22 = —(a—zz)(d—z) = =

joillakin ¢, @.

Ratkaistaan ¢, ¢:



LUKU 1. JOHDANTO 3

josta saadaan ¢ — é =1= ¢?—p—1=0, josta edelleen

o = 1+2\/5
¢ = 55

S

Osamurtokehitelmélauseen (Lause 1.2, s. 3) mukaan voidaan méadriata vakiot

A ja B siten, ettd
z A B
/(z) = (1—2)(1—¢2) 1—<pz+ 1—¢z

Ratkaistaan téstd A ja B:

1 1 1

A et hm ZA g # —_= — —_= E—
=i l— gz 1—¢/p p—¢ V5
B = lim — = 71/<p ~ = —Al = —L
=i 1=z l—p/¢ P V5

Generoiva funktio voidaan siten kirjoittaa muodossa

1 1 1
1) = —<1—<pz_ 1—<ﬁz)

1 k _k ~k _k
)

=

k>0 k>0
1
= ) —(¢" - M),
k>0 V5
mistd saadaan Lauseen 1.1 mukaan yksikésitteinen ratkaisu
1 k_ ak

V5

P(z)
Q(2)
P(2) ja Q(z) ovat z:n polynomeja siten, ettd deg P < deg Q. Olkoon edelleen

missa

Lause 1.2. (Rationaalifunktion osamurtokehitelmi) Olkoon R(z) =

Q) =(—q)" (z—@)® ... (2= qu)™

missi qp,...,¢, € C ovat polynomin Q(z) eri juuret. Talléin on olemassa

yksikésitteiset vakiot ¢; € C siten, ettéd
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Esimerkki: Osamurtokehitelmia.

|
w
|
58

1.1 Funktioteorian kiytto generoivien funktioi-

den analysoinnissa

Aina ei ole mahdollista ratkaista annetun generoivan funktion kerroinjonoa
suljetussa muodossa. Télloin voidaan kiayttdda kompleksianalyysin tekniikoita

kerroinjonon asymptoottisen kiyttaytymisen arviointiin.

1.1.1 Menetelma 1: Suppenemissiteen kiytto

Olkoon a(z) = Zakzk origossa analyyttinen funktio. Tall6in a:n maaritta-

k>0
mélld potenssisarjalla Z a,z" on nollasta poikkeava suppenemissdde:
k>0
r = sup{p: Zakzk suppenee Vz € C s.e. |z| < p}
k>0
= inf{|z|: Zakzk hajaantuu pisteessd z € C}

k>0

[tse asiassa suppenemisside saadaan suoraan sarjan kertoimista: r = % jossa
1k THmé nihdéin vertaamalla sarjaa E a,z" geometriseen

A = lim sup |ag]|
k—o0
k>0
sarjaan E PLEL
k>0

Lause 1.3. Olkoon sarjan Zakzk suppenemissiade r > 0. T&lloin on kaikilla
k>0
€ > (0 voimassa:
1+e\”
(i) Jax] < ( ) melkein kaikilla & (so. kaikilla paitsi dérellisen monella)

1_\*
(ii) |ag| > ( 6) melkein kaikilla k.
r
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o DD -
0

Esimerkki: Fibonaccin luvut.

Generoiva funktio téssd tapauksessa on:

z z

f(z):kazkzl =

= —z—22 (1—¢2)(1—pz)’

missd ¢ = (1+/5)/2, ¢ = 3(1 — V/5). f(z)m ainoat “erikoispisteet” ovat z =
% ~ 0.618 ja z = % ~ —1.618. Nyt siis generoivan funktion suppenemisside
on r = 1/p. Lauseen 1.3 nojalla | fx| < ((1 + €)¢)* melkein kaikilla k ja myds
|fx] > ((1 — €) p)* niinikiisin melkein kaikilla k.

1.1.2 Menetelma 2: Erikoispisteiden kaytto

P
Olkoon R(z) = %, deg P < deg (), rationaalifunktio ja edelleen
Q)= (z—q)" - (z=g)®-...- (2 = gu)™,

jossa g;:t ovat erisuuruisia. Télloin kukin ¢; on R:n kertalukua d; oleva napa.

Lause 1.4. Olkoon jonon (ag, aj, as, . . .) generoiva funktio a(z) rationaalifunk-

tio, jonka navat ovat ¢, ... ,q, ja ndiden kertaluvut dy,... ,d,,. Till6in on

missa kukin A;(k) on astetta d;—1 oleva polynomi. (Erityisesti siis ensimméisen

kertaluvun eli yksinkertaisen navan tapauksessa A; = vakio.) 0
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Esimerkki: Fibonaccin luvut.

Tésséa tapauksessa

LAl G T e Rl T s

(Huomaa, etti p@ = —1.) Lauseesta 1.4 seuraa nyt f, = a;0" + ap@*, missi

ay,as € C ovat vakioita. Reunaehtojen fo = 0, f; = 1 avulla voidaan ratkaista

_ 1 1
ay = 5 Jatz = —7x.



Luku 2
Formaalit potenssisarjat

Generoivia funktioita késiteltidessa ei yleensi kiinnitetd huomiota muodostet-
tujen sarjojen suppenemiseen. Syy tdhdn on se, ettd useimmat generoivien
funktioiden operaatiot voidaan perustaa formaalien potenssisarjojen teoriaan,
missd potenssisarjoja tarkastellaan vain darettomien lukujonojen vaihtoehtoi-

sena merkintdtapana.

Merkitdén C* = {(ag,a1,as2,...) | a; € C, Vi = 0,1,2,...} ja médritelld&n
tissa joukossa jonojen yhteen- ja kertolasku:

<a0,a1,...) + <b0,b1,...> = <a0+b0,a1 ‘l’bl,)

<CL0, aiy, .. > . <b0, bl, .. > = <gob0, aobl + albo, aobg -+ albl -+ CLQbo, . .;>

~
Ns. Cauchy- eli konvoluutiotulo

k
Merkitédén lyhyesti (ax)+(bg) = (ar+by) ja vastaavasti (ax)-(bg) = <Z ajbk_j>.
=0

Struktuuri (C*,+,-,0,1) on nyt kommutatiivinen rengas, jossa on summan
nolla-alkio 0 = (0,0,0,...) ja tulon ykkosalkio 1 = (1,0,0,...).

Jonoa (ag, a, as, ...) € C* voidaan merkitd myos agX°+a; X' +a, X%+ .. eli
Y k>0 a, X", missi “potenssit” X* ovat vain formaaleja paikanmerkkeji, eivit

lukuja tms.

Nailla merkinngilla edella méaritellyt lukujonojen summa- ja tulosddnnot ovat
yhteensopivia tavanomaisten polynomien ja potenssisarjojen laskusdantojen
kanssa, ja joukkoa C* merkitddn talloin C[X]. Struktuuri (C[XT], +,-,0,1) on
renkaan C (formaali) potenssisarjarengas. (Vrt. polynomirengas C[X], joka on

aarellisid C-jonoja vastaava struktuuri.)

7
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Kannattaa huomata, ettd kerroinrenkaaksi voidaan tilanteen mukaan valita jo-
kin muukin, jolloin merkitédn vastaavasti Z[ X, Q[X], R[X], tms. Seuraavassa

kuitenkin tarkastellaan yleensd rengasta C[X].
Kerroinrengas C voidaan upottaa renkaaseen C[X] samaistuksella
a— {a,0,0,...) = aX"

Selviisti jos a € C \ {0}, niin jonolla aX® = (a,0,0,...) on kiinteisalkio
a X% = (a71,0,0,...) siten, ettd aX? - 'X" = 1. Entd muiden jonojen

kiddntyvyys?

Lause 2.1. Jonolla A = (ag, ay,...) € C[X] on kddnteisalkio B = (by, by, .. .),

jos ja vain jos ag # 0. (Télloin merkitiin B = A™1.)

Todistus. Oletetaan, ettd ag # 0. Talldin jono B = (by) madraytyy yksikésit-

teisesti seuraavista ehdoista:

CL(]bO =1 = b(] = CL0_1
aobl -+ CleO =0 = b = —agl . a1b0
a0b2 + albl + agbo = 0 = bg = —agl . (a1b1 + agbo)
aoby + Z?:l ajbk_j =0 = b = —agl : Z?:l ajbk_j

Kédntden ndhdidn, ettd jos ap = 0, niin kddntyvyysehtoa ag - by = 1 ei voida

tayttaa millaan by € C. O

Esimerkki: Mééritellisin potenssisarja (1 — X))’

ag a1
A~ N AN
(1) potenssisarja (1—X)=( 1 , —1,0,0,...);

(2) Lauseen 2.1 todistuksen nojalla on by = ay' = 1 ja kaikilla k > 1 pitee
b, = —ao_l . (a1 bp_1+ asbr_o + ...+ ay bo),

johon sijoittamalla ag = 1, a; = —1 ja ap = 0,k > 2, saadaan b, =
—1(—bk_1—|—0+0—|—) :bk—l;

(3) siten on (1 — X)~! = (1,1,1,...) = ZXk (vrt. geometrisen sarjan
k>0
summakaava).
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Esimerkki: Newtonin binomikaava.

Olkoon n > 0 ja merkitiiin (1 — X)™ = ((1 — X)™H". Téllsin edellisen esi-

merkin nojalla voidaan kirjoittaa

1-X)" = I+X+ X+ )I+X+X?+.) (1+ X+ X +..)

N

n kpl
_ <n+k—1)Xk _ <n—1+k)Xk.
Z k Z n—1
k>0 k>0

Saatiin siis ns. Newtonin binomikaavan (ks. alla) formaali vastine.

Kertaus: Newtonin binomikaava analyysissa

Lause 2.2. Kaikilla z,y,r € C on voimassa
T r T—
ety =3 )ar
k>0

missa yleistetty binomikerroin (Z), r € C, k € N, maaritellaan

(r) r(r—1)...(r—k+1)

k)~ Kl - -
Erityisesti tapauksessa » = —n, n € N, saadaan
—n\  (=n)(-n—-1)...(—n—k+1)
k) k!
B r nn+1)...(n+k—1)
= =D k!

n+k—1
()
k
ja siten

g (e g ) g )

Samaan tapaan kuin edellisissa esimerkeissi voidaan todistaa kaikkien tavan-

omaisten potenssisarjojen algebrallisten manipulaatioiden formaalit vastineet:

Potenssisarjojen F, G € C[X], G kidintyvi, osamddrd madritellidn seuraavasti:

F o —1 . . _ k . . . . .
& = FG™'. Potenssisarjan F' = Zkzo ap X" formaali derivaatta ja integraali
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madritellddn puolestaan seuraavasti:

F'=DF £ Y (k+1)apaX"

k>0

A Ak—1  k
f = Z k X
k>1
Nailla maaritelmilla kaikki tavanomaiset derivointi- ja integrointisddnndot ovat

luonnollisesti voimassa.

Varoitus: Mielivaltaisten potenssisarjojen kompositio ei valttaméatta ole hyvin
méadritelty. Vaatimuksena on, ettd koska formaalien sarjojen konvergenssitar-
kasteluja ei haluta tai voida tehda, taytyy yhdistetyn sarjan jokaisen kertoimen

olla d@drellisesti mdadrdtty (ks. seuraava esimerkki).
Esimerkki: Kompositio.
Olkoon esimerkiksi F(Y) = ZanY" ja G(X) = 1+ X. Télléin voitaisiin

n>0
yrittad madrittda kompositiota F'(G(X)) seuraavasti:

“FIG(X)) = “E(1+ X)) = ) a1+ X)"
- 2 0)0) - B )

Monomin X* kerrointa ei siis voi mé#riti formaalisti, vaan se riippuu diret-

n

k)an suppenemisesta.

tomén sarjan Y o (

Yleisesti on ddrettoméan monen potenssisarjan Fgy, F, F5, ... summa Zn>0 F,

hyvin mééritelty, jos ja vain jos sarjojen F, = <a](€")> kertoimilla on ominaisuus

(x) Vk3dny siten, ettd n > n, — a,(c") = 0.

Tama tarkoittaa, ettd summan » | F,, kukin kerroin a;, = Z a]g") on ddrellisesti

e e .. n
maaratty.

Jos Fy, F1, Fy,... on jono potenssisarjoja siten, ettd summa Y F,, on hyvin

maédritelty, niin on helppo ndhdai, etta

D(ZFn) - Y pF,

n>0 n>0

n>0 n>0
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Edelleen voidaan todeta, ettd jos sarjakompositiossa F'(G(X)) “sisdsarjan”
G(X) vakiotermi on 0, eli jos sarja on muotoa G(X) = b X + 0y X% + ...
(eli tavallaan “G(0) = 07), niin jono G° = 1,G, G? G3,. .. tiyttidd ehdon (%)

ja voidaan maaritella

() FGX)) = D a(GX))F, kun F(Y) =) aY*"

k>0 k>0

Komposition F'(G(X)) kertoimet ovat ddrellisesti médrdtyt myos jos ap # 0

vain dérellisen monelle k, eli silloin jos F' on polynomi.

Nyt voidaan kysyd milloin potenssisarjalla F' on kddnteissarja G siten, etta

F(G(X)) = G(F(X)) = X?

Lause 2.3. Olkoon F = Zk21aka potenssisarja, jolla ag = 0 ja a; # 0.
Talloin on olemassa potenssisarja G = 2@1 b, X™ jolla by = 0 ja by # 0, ja
jolle F(G(X)) = X. Merkitiisin G = FI=1.

Todistus. Sarjan G kertoimet méaidrdytyvit yksikésitteisesti kompositioyhté-
16sta

F(G(X)) :X@Zak<ij-Xj)k:X.

E>1 i>1

e 1. asteen termille [X'] saadaan a; -b; =1 = b; = a;"

e muille asteluvuille [X"], n > 1:

>ar > by c...oby, =0
k=1

J1s--0d =1,
J1t.tip=n
n
= arby, + E ay E b;, bj, =0
k=2 J1seeesdpg 21
Jj1+-tig=n
n
_ -1
<~ bn——al E ag E bjl""'bjk .
k=2 J1s- ik =1,
J1t.tig=n

Ns. Lagrangen-Biirmannin inversiokaavasta (Lause 4.2, s. 26) saadaan elegan-

timpi tapa madrittid sarjan G = FI=U kertoimet. Asiaan palataan.
Esimerkki: Eksponentti- ja logaritmisarjat.

Maaritelladn potenssisarja

1 1
Exp(X) =) —X"= (11,5,

n>0

)

=
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Talloin sarja F(X) = Exp(X) — 1 toteuttaa Lauseen 2.3 ehdot, joten silld on
kiifinteissarja G(X) = Ln(1 + X). Voidaan osoittaa, etti

In(l+X)=>)" LZHX".

n>1

Maaritelladn vield potenssisarjojen murtopotenssit Newtonin yleisen binomi-

sarjan mukaisesti (Lause 2.2, s. 9): jos r € C, niin asetetaan
r
1+ X) £ X",
aexr2 Y ()
k>0

missi (;) on Lauseen 2.2 yhteydessd méadritelty yleistetty binomikerroin.

Tama ja muut em. formaalit maaritelmét “toimivat oikein” tavanomaisten al-

gebrallisten laskusdédntojen suhteen.

Esimerkki: Laskusidint6jen soveltaminen.

1+X)(1+X)y = <k20 (;:)Xk><]§<j)X])

= (14X

DLn(l+X) = D (ZLT)L”HX")

n>1

_ Z(_1>n+1Xn—1

n>1

= Y

n>0

= (1+X).
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Tavalliset ja eksponentiaaliset

generoivat funktiot

Palataan potenssisarjoissa yksinkertaisempaan merkintddn: f(z) = anz”.
n>0
Sarjat voidaan tulkita tilanteen mukaan joko formaalisti (f € C[z]) tai ana-

lyyttisesti (f : C — C).

Annettuun lukujonoon a = {(ag, ay, as, ...) € C> voidaan liittd4 potenssisarja

kahdella (itse asiassa useammallakin) tavalla:
e tavallinen generoiva funktio (tgf): a(z) = Z a,z"
n>0

e cksponentiaalinen generoiva funktio (egf): a(z) = Z n

Nailla on hieman erilaiset kombinatoriset ominaisuudet; valinta riippuu tilan-

teesta. (Esimerkkejé seuraa.)

13
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3.1 Generoivien funktioiden yhdistimissaintoja
Jono Tavallinen g.f. Eksponentiaalinen g.f.

1. ¢p=a,=xb, c(z) =a(z) £ b(z) ¢(z) =a(z) £ b(z)

2. ¢, = Zakbn_k c(z) = a(2)b(z)

3. = g (Z) b &(2) = a(2)b(z)

4 ch=ani(c=0) c(2)=za(2) &(z) = / a(z) dz

5. Cp = pg o(z) = M &(z) = Da(z)

6. co=nay, c(z) = zDaf(2) &(2) = zDa(2)

7. cnz% c(z)z/wdz é(z):/wdz

Esimerkki: Fibonaccin luvut.

Madrittely rekursioyhtéloné: f,.0 — froo1 — fn =0, fo =0, fi = 1.

e Ratkaisu tavallisella generoivalla funktiolla:

fn tgf f(Z)

fre1 tgr @

fn+2 Htgf %
e f—z2—fz—f2* =0
— f(l—2-2%) = 2
— f= 1—;—22
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> g
= f(2) =D (e = @) ", ossa s
nzo\‘/5 , - T2
fn

e Ratkaisu eksponentiaalisella generoivalla funktiolla:

fn “egf f(z)
frns1 egf f,(Z)

fnt2 egf f”(z)

frof-f=o0

~

< f: cre%? +CQ€¢Z

f(O):f(]:O — c+c=0

ffO)=fi=1 = captap=1
<

—N—
s o
I
S

Sk

Esimerkki: Polynomisummat.

Madritettdvd summan Z(n2 + 4n + 5)/n! arvo. Ratkaistaan laskemalla vas-

n>0
n

taavan suppenevan potenssisarjan f(z) = Z(n2 +4n + 5)2—' arvo f(1):
n!
n>0
f(z) = {(zD)>+42D+5}e*
= zD(z€%) + 4ze* 4 5e*
22e* + ze* + 4ze” + be?
(2% + 52+ 5)e?

Téasta saadaan siis tulos f(1) = 11e.
Esimerkki: Sekoitukset.

Permutaatio 7 : [n] — [n] on sekoitus (engl. derangement), jos 7(7) # ¢ kaikilla

i € [n]. Laskettavana sekoitusten méara d,.

Huomataan, ettd kaikki permutaatiot = : [n] — [n] voidaan muodostaa valit-
semalla ensin m:n kiintopisteet (olkoon n#itd k kappaletta) ja sitten muiden

n — k alkion oikea sekoitus. Siten on

%) nl = i(g)dn_k - i(z>~1~dn_k

k=0 k=0
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Muodostetaan yhtilon (x) molemmille puoliskoille eksponentiaalinen generoiva

funktio. Saadaan:

N D NONARRUE

n>0 1 n>0 k=
15 = ¢d@) .
. —z —1 .
=de) = g = () ()
k>0 m>0
- ( k! )Z
n>0 k=0
=d, = [Zn—ﬂd(z):n![z"]cz(z)
1 1 1 (-1)" n!
= n'( ~1ta 3 o+ o 1)%;.

Toinen tapa ratkaista sama tehtdvi: Selvéstikin on d; = 0 ja dy = 1. Olkoon

nyt  : [n] — [n] sekoitus, n > 3.

(i) Jos m(n) =i, (i) = n, niin 7 on myos sekoitus joukossa [n — 1] \ {i}.

(ii) Jos taas w(n) =i # 7 !(n) = j, niin “korvaamalla” n alkiolla j saadaan

vksikésitteinen sekoitus joukossa [n — 1].

Siten pétee d, = (n—1)(dy_2+d,—1) <= dys1 = n(d, +d,_1). Muodostetaan
télle egf:

A

d(z) = zd(z)+ zd(2)

— (1—2)d(2) = =zd(z)

— idz = / © dz
d 1—=z
5 z
= Ind(z) = / T dz
= —z—In(l—-2)+C
~ B c e ?
— d(z) = e T

Tissé dy = d"(0) =1 = C = 0.



Luku 4

Kombinatoriset konstruktiot

Kombinatoristen olioiden rakennetta voidaan usein kayttda hyviksi maaraa-
méain suoraan niiden lukumaéérid laskevat generoivat funktiot. Olkoon C =
(C,w) jokin kombinatoristen olioiden perhe, missd C' on perheen perusjoukko

jaw : C — N olioiden paino- t. kokofunktio. Merkitdan
cn = |w™t(n)| = n:n “painoisten” olioiden ¢ € C lukumiiri.

Vaaditaan, ettd ¢, < oo Vn € N. Haluttaisiin saada tietoa luvuista c,. Yksi
ldhestymistapa ovat tdlloin jonon (c,) tgf ja egf:
_ n ~ _ C_n n
clz) = chz , ¢z) = Z i
n>0 n>0
jotka voidaan kirjoittaa yhtépitavasti (!):

w(o)

oz) = Y 20, iz) = Z;(O_)!.

oeC oeC

Oletetaan sitten, ettd perheen C olioilla on jotain sisdistd rakennetta, eli et-
td perhe C muodostuu “tekijoistd” Cy, ... ,C, jonkin “konstruktion” & kautta.
Tésmillisemmin sanoen: perheen C = (C,w) konstruktio t. tekijointi C —
®(Cy,...,Cx) on pari & = (®° d™), missd P° on injektio C' — C; x ... x C}
ja ®¥ : N¥ — N on painomuunnos siten, etti jos ®(c) = (oy,...,0%) niin

w(o) = ¢ (w(oy), ..., w(og)).

Jos tietyn konstruktion & vaikutus tarkasteltavien olioperheiden generoiviin
funktioihin voidaan kuvata yksinkertaisella operaattorilla, eli jos on olemassa
funktio ¢ (egf:lle @) siten, ettd c(z) = ¢(c1(2),. .. ,cx(2)) (egf:lle vastaavas-
ti ¢(2) = @¢(¢1(2),...,¢(2))) tekijoitdvisti olioperheesti C riippumatta, sa-

notaan ettd konstruktio ® on tgf-kelpoinen (vastaavasti egf-kelpoinen) (engl.

17
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“ogf/egf-admissible”), ja ¢ on sitéd vastaava tgf-operaattori (vastaavasti ¢ egf-

operaattori).
Esimerkki: Summa eli erillinen yhdiste C — A + B.

Perusjoukko C' tulkitaan erilliseksi yhdisteeksi C' ~ A UB, AnB = 0, ja

painofunktio mééritelladn seuraavasti:

(0) wa(o), jos o€ A,
we(o) =
¢ wg(o), jos o€ B.

Summakonstruktio on seké tgf- ettd egf-kelpoinen, silla perheista A, B, C riip-

pumatta patee:

c(z) = Z 2we@) = Z Zwale) 4 Z 2wB(o) — a(z) + b(2)

oceC oeA ceB

sekii vastaavasti egf:lle é(z) = a(z) + b(2).
Esimerkki: Tulo C = A x B.

C =~ AxBjawc(a, ) = wala)+wg(F). Tamén tgf- ja egf-kelpoisuus jitetaan

harjoitustehtéavaksi.

Edellisten esimerkkien summa- ja tulokonstruktiot voidaan yleistdd myos aa-
rettomiin tekijdperheisiin, mikéli ndin muodostuvat generoivat funktiot ovat

hyvin méariteltyja:

° SummaCLA0+A1—|-A2+~--§Z@0AZ'

— O~ U2y A, we(o) = wa, (o) missd o € A;

— ¢(2) = > ;50 @i(2) mikili hyvin méaéritelty

<= kaikillan > 0 on [2"] Zai(z) = Z Ay < 00
i>0 i>0
< kaikillan > 0 on |wg'(n)| =Y wy!(n)] < oo
i>0

.THIOCLAQXA;[X.AQX...%HAZ'

i>0

- C~ HAZ-, we(o) = ZwAi(O'i>

1=0 1>0
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— Adretdnpainoisten alkioiden vilttimiseksi tuloon C' otetaan itse

asiassa vain sellaiset jonot o = (0g,01,09,...), joilla w(o;) = 0
melkein kaikilla 7 > 0. Kyseessd on siten erddnlainen “heikko tulo”
(w)
i>0

—c(z) = H a;(z) mikéili hyvin méaritelty
>0

& kukin [2"] Hizo ai(z) = Zkzo <Zi0+i1+...+z’k:n,ik¢o QA0ig A1y * 'akik> < o0
& kaikilla j > 1 on [27]a;(2) = a;; = 0 melkein kaikilla ¢ > 0

¢ kaikilla j > 1on > |wgi1(j)| < 00.

4.1 Tgf-kelpoisia konstruktioita

Nimi Konstruktio Tgf-operaattori
1. Summa >0 Ai Z a;(2) jos hyvin méiritelty
i>0
2. Tulo [Tiso Ai H a;(z) jos hyvin méiritelty
i>0

3. Diagonaali AAXxA)  a(z?)

4. Jono A* (1—a(z))™* jos hyvin mééritelty
5. Merkkaus wA zDa(z)

6. Kompositio  A[B] a(b(2)) jos hyvin mééritelty
7. Potenssi P(A) exp <2j21 (_1]).%1@(,2]')) jos hyvin mééritelty
8. Multipotenssi M/(A) exp <2j21 %a(zj)) jos hyvin mééritelty

Oheisten konstruktioiden méaritelmét ja kelpoisuustodistukset:

1. (esimerkkiné edelld)

2. (harjoitustehtiavéini)
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3. Diagonaali C — A(A x A):

C = {(o,a) | ae A}, we(a,a) =2wy(a)
= c(z) = Z Zw(e) — Zzzw(o‘):a(zz)

(a,)eC acA

4. Jono C = A*:
A & {f+ A+ Ax A+ =) A

k>0

= c(z) = ) (a(x))" = (1 —al(z)".

k>0
Tama on madritelty jos ag = 0. Todistus perustuu esitettyihin konstruk-
tioihin 1 ja 2.
5. Merkkaus C = pA:
o ('~ Z(An x [n]), missd A, = {a € A | w(a) = n} ja [n] =

n>0

{1,2,...,n}
e Painofunktiolle we(a, 1) = wa(«)

e Siis ¢, = na, josta saadaan ¢(z) = zDa(z)
6. Kompositio C — A[B]:

OC%ZA,LXB"

n>0

e Painofunktiolle we(a; By, ..., Bn) = we(B1) + ... + wp(Bn)

e Tamin nojalla ¢(z) = Zan - (b(2))" = a(b(z)), joka on madritelty
n>0
jos by = 0 tai a,, = 0 melkein kaikilla n > 0. Todistus perustuu

konstruktioihin 1 ja 2.
7. Potenssi C — P(A):

® C%{{alv"'7ak} | kzou a17"'7ak€A}

e Painofunktiolle we({ay, ... ,an}) = walay) + ... + walay,)
e Tistd saadaan P(A) = H( {e} +{a}), josta edelleen
acA ?;B/

o(z) = JJ@+ =)

a€cA

= H(l + 2"

n>0
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= Ine(z) = Zanln(1+z"), méadr. jos ag =0
n>0
—1)y-1
- ey
n>0  g=1 J
o (_1)j_1 n
R SV
7j>1 n>0
—1)i-1
= S
T
ot
= ¢(z) = exp (Zj>1 7,@(,2])) méér. jos ag = 0
- J

8. Multipotenssi C — M(A):

e Cx{{a]',...,a*} | k>0, q,...,a, € A, j; alkion a; “kertaluku”}
e Painofunktiolle we ({a{l, Lal ) = jiwalon) + ... jrwalau)
o Tistd saadaan M(A) = H{a}*, josta edelleen

acA

c(z) = H(l o médr. jos w(a) #0 Va e A

a€cA

= JJa-z

n>0
= ... (harjoitustehtaviksi)

= exp (221 %a(zj)) ,  mAadr. jos ap =0

e Todistus perustuu konstruktioon 4.

Esimerkki: m-alkioisen joukon [m] = {1,... m} osajoukot.

Koska cfq40i1(2) = 1 + 2, saadaan c(z) = (1 + 2)™, ja tistd edelleen ¢, =
=1+ 2" = (7).

Esimerkki: m-alkioisen joukon [m] = {1,...  m} “multiosajoukot”.
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Téssi cy(2) = 2z ja cpye(2) = (1 — 2)71, joten ¢(z) = (1 — 2)™™, ja edelleen
=" —2) = () (=0 = (M.

Esimerkki: Kokonaislukujen ositukset eli partitiot.

Monellako tavalla annettu luku n voidaan esittdd summana luvuista {1,... ,m}?
Painofunktion luonnollinen méaritelmé on w(k) = k ja sivun 19 konstruktio-

taulukon pohjalta voidaan kirjoittaa pg () = 2% sekil pgy«(2) = (1 — 2F) 7%

P = {1 x {28 x - x {m)*

. p(m)(z) — ﬁ . T2 1o

Monellako tavalla annettu luku n voidaan esittda mielivaltaisena lukusummana

positiivisista luvuista?

P S [y

k>1

Loplz) = Ja-47

k>1

Esimerkiksi

po= [#'p(2)
A +z+22+.) - Q+24+20+.) - 1+2+254..0)

A+ +284+.0) - A+22+204.) -

= Q4+ 24+222+323+522+...) =5,

Tulos kuvastaa osituksia 4 =3+1=2+2=2+14+1=1+1+1+1.

Esimerkki: Bindaripuut.

N
]2

{e} +{e} xT xT
1+ 2t(2)?

~

—
I

~—
I

= 2t(2)*—t(z)+1=0
- t(z) _ 1:i:\2/i—4z;
HO) =1 = t(z)zl_(12_24z)1/2
~ o, = [z"]t(z):n_ll_l(2:),

joka on n:s Catalanin luku. (Laskusta on ohitettu runsaasti Newtonin binomi-

kaavaan perustuvia vélivaiheita.)



LUKU 4. KOMBINATORISET KONSTRUKTIOT 23

4.2 Egf-kelpoisia konstruktioita

Egf-kelpoisten konstruktioiden méaérittelyd varten oletetaan, ettid tarkastelta-
vat struktuurit ovat nimettyjd: jos w(o) = n, niin o:aan liittyy myos jokin
nimedmiskuvaus t. nimentd, joka on permutaatio A : [n] — [n]. Nimettyja
struktuureja yhdistettiessi tdytyy myos niiden nimennét yhdistda jollain kon-

sistentilla tavalla.

Olkoot 0 = (0,A,) ja 7 = (7,A;) nimettyjd struktuureita, w(c) = n ja
w(7) = m. Niiden nimetty tulo (engl. partitional product) o % 7 koostuu kai-
kista nimetyistd pareista ((o,7); ), missd nimentd A : [n +m] — [n 4+ m] on
nimentojen A, ja A, “limitys”. Tama tarkoittaa, ettd on olemassa kasvavat in-
jektiot 0, : [n] — [n4+m] ja 0, : [m] — [n + m)] siten, ettd Im 6, NIm 6, =0
ja kaikilla ¢ € [n], 7 € [m] on

Jos v € o % 7, niin w(y) = n+ m.
Esimerkki: Nimetyt verkot.

Olkoot ¢ ja 7 oheiset nimetyt verkot:

1 1
o: t T. J
2 3 2

Talloin on:

LA A TATALAL
NEATALALAL

Nimettyjen struktuurien perheiden A ja B nimetty tulo maéritelldan edelliseen

'S

perustuen:

AxB = U o * 3.
e

Lemma 4.1. Olkoot nimettyjen luokkien A ja B egf:t a(z) ja E(z) jaC =
A s B. Tilléin on luokan C egf é(z) = a(z) - b(2).
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Todistus. Olkoot alkiot & = (o, \s) € A, f = (5, \3) € B ja niiden painot
w(a) = h, w(B)

limittaa kaikkiaan

k. Talloin voidaan a:n nimentd A, ja :n nimentd Ag

(h;;k) tavalla parin (o, §) nimennéksi A. Siten pari (o, ),
h+k>_

jonka paino on w(ca, ) = h + k, on mukana ( o )-kertaisesti tulossa A * B.

Néain ollen on:

w(o)
= 2w
oeC :
_ w(a) +w(B)\  zetw®)
) ZZ( w(a) )(w(a)+w(ﬁ))!
Be
qwle) (@) .
i 24;9 wl@) w() - )

Seuraavassa on lueteltu joitakin egf-kelpoisia konstruktioita:

Konstruktio Egf-operaattori
1. Summa A+ B, 3 is0 A a(z) + (;(z), D iz0 Gi(2)
2. Nimetty tulo AxB ) a(2)b(z) )
3. Nimetty jono Al (1—a(z))™?
4. Nim. potenssi Al ez
5. Merkkaus pA zDa(z)
6. Kompositio A[B| a(b(2))

Konstruktioiden mééritelmét ja kelpoisuustodistukset ovat seuraavat:

e Nimetty jono C = A (engl. partitional complex)

k
— Merkinti: A® =AxAx...x A

— egf i = (a(2))*
~ AN S G AT AR AL =3 AW

— Kelpoisuus selvii Lemman 4.1 nojalla: egf = (1 — a(z))™*

e Nimetty (multi-)potenssiC — APl (engl. abelian partitional complex)
multijoukko
——~
— Merkintd: A¥ = {{ag,...,ax} | (a,...,0p) € A®}

— egfym = 3 - egfywm = 4 (a(2))"
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— A A fe A+ AT L AB 4 = AR

k>0
1 ~ a(z
— eglym = Z E(a(z))k =",
E>0

e Merkkaus ja kompositio kuten tgf-tapauksessa.

Esimerkki: Joukko-ositukset.

Merkitdén nimettyjen ddrellisten epétyhjien joukkojen perhettda S = {[n] :
n > 1}, jossa [n] = {1,...,n}, ja miiritellddn télle painofunktio w([n]) =
w({1,...,n}) =n. S:lle saadaan egf:ksi siis

n

§(z):an-Z—T:ZL%:ez—l.

n>0 n>1

Tilloin S*! vastaa jirjestimittomis osituksia k epityhjadn luokkaan. Voidaan

kirjoittaa télle egfg:
—(e* — = —.
k! — |k n!

Tamé on ns. toisen lajin Stirlingin lukujen egf.

Edelleen B = SP¥ = ositukset mielivaltaisen moneen epityhjiin luokkaan, ja

egly = exp(e®* — 1) = Z bn%, joka puolestaan on ns. Bellin lukujen egf.
n>0 ’

Esimerkki: Permutaatiot ja syklit.

Merkitddn permutaatioiden luokkaa P:114 ja syklisten permutaatioiden luokkaa

C:lI4. Tunnetaan p, = n! ja tistd saadaan

)= i = (-2

n>0

Toisaalta tiedetiifin, etti P — CP, josta seuraa p(z) = e“*). Nyt voidaan

laskea ¢(2):

é(z2)=In(l—2)"t=—-In(1—-2) = —z"
e, = {fﬂ é(z) = nl[z"]e(z) =l -~ = (n— 1)),

mika on odotettu tulos.
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Mielenkiintoinen luokka on C!*! eli niiden permutaatioiden luokka, joissa on
tasan k syklid. Télle on egfon = 2 (6(2))F = & (In le)k Merkitdén

2" [ 8 n
H eglck] = Ll

joka on ns. ensimmdisen lajin Stirlingin luku.

Merkitaan edelleen D:lla vahintdan kahden mittaisia syklisid permutaatiota.
Tillsin C = {(1)} + D, mistii edelleen &(z) = z + d(z) ja siis d(z) = — In(1 —

2) — z. Tilléin on sekoitusten luokka DI ja silli egfppn) = ) = 16—. (Vrt.

esimerkkiin sivulla 15.)

Involuutio on permutaatio, joka on oma kidnteiskuvauksensa, eli koostuu vain
vhden ja kahden alkion pituisista sykleistda. Merkitddn involuutioiden luokkaa
T:A14. Tallsin T = {(1), (1 2)}, misti seuraa

2l 22 1,
egf; = exp ?—I—a = exp z+§z .

Esimerkki: Juurretut puut.

T: T

Ty T T3 Ty

(i) Nimetyt, epityhjit jirjestetyt juurretut puut: 7 — {r} * 7™

= i(z) = z~l_%(z) = ?—t+2=0
= i(z) = $(1-V1-14z)
= = [F]iz) = nb-5(C5)

(Vrt. esimerkkiin sivulla 22.)

(ii) Nimetyt epityhjit jirjestimittomit juurretut puut: 7 — {r} 7.

Tésté saadaan konstruktiotaulukon (s. 24) perusteella £(z) = zef(2). Mi-

ten ratkaistaan £(z)?

Lause 4.2. (Lagrangen-Biirmannin inversiokaava, J.-L. Lagrange, 1770)
Olkoot f(z) ja ¢(u) (formaaleja) potenssisarjoja, joille on voimassa ¢(0) # 0
ja f(z) = zp(f(z)). Talloin on f:n ja ¢:n kertoimien valilld riippuvuus

[2"1f(2) = —[u"Jep(w)".
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Lauseen 4.2 todistus, hieman yleisemmassi muodossa, esitetdan luvussa 5.2.
Esimerkki: Lauseen sovellus.

Edellisen esimerkin ongelmalliselle egf:lle #(z) = ze!®) saadaan Lauseen 4.2

inversiokaavasta
2" n1f 1 n—17/ ,u\n n—171 nu
th = | — | 1(z) = nl[2"]t(2) = nl- —[u""](e")" = (n — Dl[u"""]e™,
n! n
k n—1
ja kun e™ = kzm m}? , niin saadaan t,, = (n — 1)! (nn— ol =n"l

Téamén tuloksen seurauksena saadaan tunnettu lause (A. Cayley 1889), jonka

mukaan nimettyji n-solmuisia (juurtamattomia) puita on n"~2 kpl.



Luku 5

(Generoivan funktion purkaminen

5.1 Rekursiokaavat (“z D log”-temppu)

Olkoon f(z) =), <, fa2" generoiva funktio, jonka suljettu muoto tunnetaan.
Kertoimien f, laskemiseksi voidaan joskus (ehkd jopa usein?) muodostaa re-

kursiokaava seuraavalla tempulla:

!
(i) Maéritellddn funktio d(z) = zDIn f(2) = ZJJ:((';)
z
(ii) Ratkaistaan funktion 0(z) kertoimet (jos osataan): d(z) = Z o2

k>1

(iii) Samaistetaan kertoimet yhtélossi zf'(2) = 0(2) f(2):

Z nf,z" = (Z 5k2k) ( Z szj)v

n>1 E>1 §>0

josta saadaan tulokseksi

nfo =) Oufaryn > 1.
k=1

28
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Esimerkki: Bellin luvut.
N b
o oei—1 Yn _n
b(z) =" = Z e
n>0

d(z) = 2zDInb(z) = zD(e* — 1) = z¢*

B sz—l—l_z Zk
K = (kD)
& 1 by
by . _Onck
BT ;(k—m (n—k)!
" /n—1
= b, :Z(n—k)'b"‘k
k=1
n—1

-1
= (nk )bk, n>1.
k=0

5.2 Lagrangen(-Biirmannin) inversiokaava

Ensin taustaa, jota tarvitaan mychemminkin: Palautetaan mieliin (Lause 2.1,
s. 8), ettd formaalien potenssisarjojen renkaassa C[z] alkio f =", f,2" on
kiintyvi (eli on olemassa potenssisarja f~! € C[z]), jos ja vain jos fo # 0.

Siten esimerkiksi sarja f(z) = z ei ole kiddntyva.
Laajennetaan C[z] jakokunnakseen:
44 f?’
Of) = {7+ o € Cle), g # 0]

(Lainausmerkit viittaavat siihen, ettii oikeastaan kyse on parien (f, g) € C[z]”

ekvivalenssiluokista: (f,g) ~ (f’,¢’) jos ja vain jos fg' = f'g.)

Kunnan C(z] alkiot voidaan tulkita formaaleina Laurent-sarjoina

h(z) = Z hpz", m € 7.
Kunnassa C(z) on siis jokainen alkio i # 0 kd&ntyvi.

Jos esimerkiksi f = Z@m fn2" on potenssisarja, jonka ensimméiinen nollas-
ta poikkeava kerroin on f,, niin formaalisti on f(z) = 2 f(z), missd f(z) =
S oo fasmz™ on kiidintyvii C[[2]:ssii. Olkoon C[[2]:ssi f(2):n kiiinteissarja §(z) =
Zn;o Jn2"; talloin pétee

@) =2"3(2) = ) Gurma™

n=—m



LUKU 5. GENEROIVAN FUNKTION PURKAMINEN 30

Formaaleille Laurent-sarjoille voidaan todistaa samat laskusédénnot (mukaan-
lukien derivointi ja integrointi) kuin formaaleille potenssisarjoillekin. Erityises-
ti:

f fla—fd'

D==Dfg ' =—fg%g+ flg ' = —5—,
g g

kun g # 0.

Formaalin Laurent-sarjan h(z) = Z hnz" residy on kerroin Res(h(z)) = h_;.

(Tdmé on = 0, jos m > 0).

Lemma 5.1. Olkoon h(z) = Z hn2", by # 0, formaali Laurent-sarja. Tél-

16in: o
(i) Res(h'(2)) =0
(ii) Res(h/(2)/h(z)) =m
Todistus. Harjoitustehtava. O

Lause 5.2. (Potenssisarjojen inversio) Olkoon f(2) = }_ ., fn2" potenssisar-
ja, jolle fo = 0 ja fi # 0. Téllgin silld on kiéinteissarja g(u) = ), - gnu™ siten,
ettd g(f(2)) = z. (Vrt. Lauseeseen 2.3 sivulla 11.) Sarjan g kertoimet saadaan

kaavasta:

1
=R (o)
Todistus. Derivoimalla yhtdlo z = ¢g(f(z)) puolittain saadaan:
(x) 1. =D (Z 9 - (f(Z))k> = D kg (F)R).
k>1 k>1

Jakamalla edelleen (%) puolittain nf"(z):1la saadaan:

S ) T B

nfr(z)  e=n

Siten voidaan kirjoittaa:

Res () = T h o Res () 7).

nf"(z) ot
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Lauseketta sieventamaélld saadaan:

kinD(f(z)k_"), k#n
(f) fla) =1,

M k=n

f(z)’

Tasta saadaan residylle Lemman 5.1 nojalla arvoksi vain nolla tai yksi

R%«thk”f@DZ{o’k%n

1, k=n,
1 n
t _ = — . n~1: n-
joten Res (nf”(z)) 9 g

31



Luku 6

Analyysin perustuloksia

6.1 Riemann-Stieltjes -integraali

Olkoot f,g : [a,b] — R, P jokin vélin [a,b] ositus a = x9 < 1 < ... < x, =
b ja tg,...,t,—1 pisteitd siten, ettd t, € [vg,xkr1]. Médritelliin Riemann-

Stieltjes -summa

Jos on olemassa arvo A € R siten, etté
Ve > 0 3P, (P hienompi kuin P. = |S(P) — A| <e¢),

niin tdmé arvo on f:n Riemann-Stieltjes -integraali (lyhennetadn RS-integraali)

g:n suhteen valilla [a, b],

A= / £(t) dg ().

Huom: Jos g(t) = ¢, niin médritelmd palautuu tavalliseksi Riemann-integraa-
liksi.

6.1.1 RS-integraalin ominaisuuksia

Kaytettyja merkintoja:

32
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= pienin kokonaisluku > ¢ (“kattofunktio”) s
= suurin kokonaisluku <+¢ (“lattiafunktio”) e

t — |t], t:n desimaaliosa (“sahalaitafunktio”) %%

Yksikésitteisyys: Jos fabf(t) dg(t) on olemassa, niin sen arvo on yksi-
kiisitteisesti madratty. Riittdavi olemassaoloehto on esimerkiksi se, ettd f

on jatkuva ja g on “rajoitetusti heilahteleva”, eli

j{: |9(@ks1) — glak)| < o0

0<k<n
kun || P |- 0 (intuitiivisesti “ [ | dg()] < o0”).
Lineaarisuus:

(i) /(lel +eafa)dg = /fl d9+02/f2 dg,
(ii) /fd(clgl + c2g2) = 1 / fdg + CQ/fdgg.

Vilien yhdistdminen: jos f; fdgjad fbcfdg niin

/abfdg+/bcfdg=/acfdg-

Osittaisintegrointi: jos fabfdg, niin myo6s 3 f;gdf ja

b b b
[ swas+ [ g arc - / F(0)9(t).

Muuttujanvaihto: Olkoon h : [a,b] — R jatkuva, ei-viiheneva funktio.
Talloin:

h(b)

/ Fh@)dg(h(t) = [ £(2) dg(n).

h(a)

Palautus Riemann-integraaliin: jos 3 f; fdgja ¢'(t) on jatkuva vi-
lilld [a, b], niin

/ £(t) dg(t) = / F(Hg'(t) dt.
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(7) Summien esittdminen: Olkoot a,b € Z, f oikealta jatkuva Z-pisteissi.

Talloin:
fodr = Sk,
FOydg(1]) = S SR A g(k), Aglk) = g(k+1) — g(k).

Vastaavasti f:n ollessa vasemmalta jatkuva Z-pisteissd pétee:

fdie] =Y k),
Fdg(lt)) = > fk)vglk), vk)=g(k) =gk —1).

Oikealta jatkuvilla f pidtee myos kaava:

b
/ Fdet) = S £ 7 g(k)

a<k<b

ja vasemmalta jatkuvilla kaava:

b
/ Fthde(t) = 57 f(k) A g(h),

a<k<b

(8) Integraalin derivointi:

t
a

b b
/ f(t)d / 9(u) dh(u) = / F(t)g(t) dh(d).

6.1.2 Eulerin summakaava

b
Jatkuvilla f on tunnetusti “suunnilleen” Z f(k) ~ / f(t) dt. Miten tarkka
a<k<b a
tdméa arvio on?

RS-integraalin ominaisuuden (7) seké lineaarisuuden (2) mukaan on Z-pisteissi

vasemmalta jatkuvilla f tdsmdlleen:

b b

> s = [ raie) = [ rwa- [ s

a<k<b

a a
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Sovelletaan téhén edelleen osittaisintegrointia (4):

/f it + {t}df /f )t}

Témén lausekkeen arvo on nolla, jos a,b € Z. Jos nyt a,b € Z ja f’ on jatkuva

/f dt+/ f'(t){t}dt,

joka voidaan myo0s kirjoittaa muotoon:

Zf<k>=/bf<t>dt+/b <>({t}——)dt+M

a<k<b

vililld [a, b], saadaan kaava:

a<k<b

tai

a<k<b

> fh) = / o3/ 1o+ / o (10 -5)

Ry

Jos f:lld on my6s korkeamman kertaluvun derivaatat, voidaan jadnndstermia

Ry kehittdd edelleen, jolloin saadaan Eulerin(-Maclaurinin) summakaava:

S ) = /bf<t>dt+m2 / () + (—1)h / Bullth) o1y ar

a<k<b a a

g

Ry

missé kertoimet B, ovat Bernoullin lukuja, ja B,(x) on n:s Bernoullin poly-

B,(z) = (g) Box" + (T) Biz" ' .+ (Z) Bpa®.

Huom: Jadnnostermi R, ei vialttaméatta mene nollaan n:n kasvaessa; suuruus-

nomi

luokka valitulla n on aina tarkastettava erikseen.
Esimerkki: Kertoman arviointi (“Heikko Stirlingin kaava”).

Soveltamalla yksinkertaista summakaavaa (%) funktion n! logaritmiin saadaan
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seuraava arvio:

Inn! = > ., Ink

r nl 1 Inl+1Inn
= Intdt — ty— — ) dt + —
/“ +/t({} 2) T

1

1

[1 1
= nlnn—n+1+%lnn+/¥({t}—§) dt
1

—nlnn—-—-n+1 < Inn! < nlnn—n+Inn+1

:e(%)n < nl < en (%)n

Tarkemman arvion muodostamiseksi sovelletaan ensin Eulerin summakaavaa

(xx) funktioon In(n — 1)! ja korjataan sitten tulosta lisddmall termi Inn:
=1 = Sy, ik

[ Ba({t})
o (m—1) 2 (2)
- /lntdt+§ m,/ / 5 D@ mtdt
1

m=1

— /ln(tlnt—t)—%/l 1nt—|—— /{t}2 2:;}*

= nlnn—n+1-3Inn+O(1)

—Inn! = nlnn—n+in+O(1)

= = e(vi (1)),

6.1.3 Kompleksinen RS-integraali

Myds kompleksiarvoisille f, g : [a,b] — C voidaan RS-integraali fab f dg mééri-
telld RS-summien avulla aivan kuten edelld. Jos on f = fi +1fs, g = g1 + 190,

niin RS-summia tarkastelemalla on helppo osoittaa:

b b b b b
/fdg = /fldgl—/f2dg2 +1 /f1d92+/f2dg1

Esitystd (%) kiyttden voidaan kaikki RS-integraalien ominaisuudet (1) — (8)

yleistda reaalisesta kompleksiseen tapaukseen.
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6.2 Kompleksianalyysin perusteita

Olkoon D C C kompleksitason alue eli avoin yhtendinen joukko, ja f(z) alu-
eessa D madritelty kompleksifunktio. f on derivoituva pisteessd zp € D jos

raja-arvo

on olemassa. Huom: Raja-arvon tulee siis olla riippumaton siitd, misti “suun-

nasta” z ldhestyy zy:aa.

f on analyyttinen eli holomorfinen alueessa D, jos se on derivoituva kaikilla
zo € D. Yleisesti f on analyyttinen joukossa A, jos se on analyyttinen jossain
alueessa D D A. Erityisesti f on analyyttinen pisteessd zy, jos se on analyyt-

tinen jossain zg:n ympéristossia B(zo;7).

Merkitdén z = x + iy, f(z2) = u(z,y) + iv(z,y). Voidaan osoittaa, ettd f on
analyyttinen pisteessi z = x + iy, jos ja vain jos funktioilla u(z,y) ja v(x,y)
on pisteessi (z,y) jatkuvat osittaisderivaatat, jotka toteuttavat ns. Cauchyn-

Riemannin ehdot:

ou B ov  Ou v

dr  dy dy  Ox

Edelleen voidaan osoittaa, ettd jos f on analyyttinen pisteessi z € C, silla on

itse asiassa kaikkien kertalukujen jatkuvat derivaatat pisteessa z € C.

Funktio f on kokonainen, jos se on analyyttinen kaikilla z € C. Esimerkiksi
funktiot e® ja 2™ ovat kokonaisia. Ns. Liouuvillen lauseen mukaan voi kokonainen

funktio olla rajoitettu (|f(z)| < M, Vz € C) vain, jos se on vakio.

Kompleksitason polku (tai tie) on jatkuva kuvaus 7 : [a,b] — C jossa a,b € R.
Polun v méérittdma kdyrd on sen kuvajoukko I' = y([a, b]). Polku on suljettu,
jos v(a) = ~(b), ja yksinkertainen, jos se ei leikkaa itseddn paitsi mahdolli-
sesti pAdtepisteissi, so. jos kuvauksen v rajoittuma puoliavoimelle vilille [a, b)
on injektio. Yksinkertainen suljettu polku on kierros (kirjallisuudessa tavalli-
semmin “Jordan-kdyrd”). Jokainen kierros jakaa Jordanin kdyrdlauseen mukaan
kompleksitason kahteen erilliseen avoimeen joukkoon, kierroksen sisd- ja ulko-
puoleen, joiden yhteinen reuna se on. Kierroksella on yksikéisitteinen positii-
vinen tai negatiivinen (kierto)suunta, joka on sama kaikkien sen sisépisteiden
suhteen. Jatkossa tarkastellaan vain paloittain tasaisia polkuja, so. sellaisia

polkufunktioita v joilla on paloittain jatkuva ja rajoitettu derivaatta ~'.
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Olkoon D C C alue, f alueessa D médéritelty kompleksifunktio ja 7 : [a,b] — C
polku siten, ettd v([a,b]) C D. Funktion f integraali polun v suhteen maéritel-

laén
[ [ro®yae = [ rowrea

(Téssé ja jatkossa siis oletetaan ilman eri mainintaa, ettd tarkasteltavat polut

~ ovat paloittain tasaisia.) My6s merkintda f7 f(2) dz kiytetéén.

Esimerkki: 1.

2

v

Olkoon 25 € C, f(z) =

Talloin

ja v :[0,1] — C siten, ettd y(0) = 2 + >
Z — ZO

1
= / 2w df = 27i.
0

Esimerkki: 2.

Olkoon edelld f(z) = m, n > 1. Talloin vastaava menettely antaa seuraa-

van tuloksen:

1
/(z —z) "dz = / (627”9)_” 21 ¥ dh
0 0

1
_ 271"&/ 6—(n—1)27ri6d9
0

_ 2mi /16—(n—1)2m'0
—(n—1)2mi /,

1 omi \—(n=1) )
N n—1<(%/1") !

Huomataan myos, ettd esimerkkien 1 ja 2 tulokset ovat valitun zp-keskisen

ympyran siteestd r (esimerkeissd r = 1) riippumattomia.
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Olkoot v, : [a,b] — C ja v2 : [b,¢] — C polkuja siten, ettd v1(b) = ~2(b).
Médéritelldén polku 71 + 72 : [a, ¢] — C seuraavasti:

1(t), te€la,b
Y(t), t € b,

(71 +7)(t) = {

RS-integraalin perusominaisuuksista seuraa, ettd / f= /f+/f milloin

Y1+72
integraalit ovat olemassa.

Samoin, jos madritelladn polusta v : [a,b] — C polku —v : [a,b] — C eli
(=) (t) = v(a+ b —t), niin on voimassa f f=- ff

- v

Integraalia suljetun polun + suhteen merkitdin usein %f
il

b
Lemma 6.1. Olkoon 7 : [a,b] — C polku, jonka pituus on L(v) = [ |dvy| ja f

a

kompleksifunktio siten, ettd |f(z)| < M, Vz € v([a,b]). Télléin on
‘ / f ‘ <M-L(v)
v

Todistus. Seuraa suoraan RS-integraalin ominaisuuksista. O

Polut ~,7 : [a,b] — C ovat homotooppiset joukossa D, jos

(i) v(a) =F(a), v(b) = 4(b) tai y(a) = v(b), ¥(a) = 4(b) (suljetuille poluille)

(i) v([a,b]) € D, ([a,b]) € D ja 3 jatkuva kuvaus h : [0,1] X [a,b] — D

siten, etta
h(0,1) = ~(t) Vt € [a, 0]
h(1,t) = () Vt € [a, 0]

h(s,a) = ~(a), h(s,b) = 7(b) Vs € [0,1] tai h(s,a) = h(s,b) Vs €
[ 1] (suljetuille poluille)
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Lause 6.2. Olkoon f analyyttinen alueessa D, paitsi mahdollisesti darellisessa

maardd pisteitd, joissa se on vain jatkuva. Olkoot v ja 7 polkuja, jotka ovat

homotooppisia D:ssd. Téallsin on [ f = [ f. O
8! 7

Seuraus 6.3. (Cauchy) Olkoot f ja D kuten edelld ja v polku, joka on D:ssd

homotooppinen pisteen kanssa. Télléin on ¢ f = 0.

Y

Todistus. (Pikemminkin perustelu.) Olkoon v = 1 + 7. Téll6in v5 on homo-
tooppinen polun —v; kanssa, joten fyf = f f+ f f= f f— f f=0.

pat 72 pas 71

Y1

L2

T2="TN O

Sanotaan, ettd suljettu polku v on kutistuva alueessa D, jos se on D:ssd homo-
tooppinen pisteen kanssa. (Kirjallisuudessa kiytetdan myos termié “nollahomo-
tooppinen” polku.) Alue D, jonka sisélld jokainen suljettu polku on kutistuva,

on yhdesti yhtendinen. (Téllainen alue D ei sisdlla “reikid”)
Esimerkki: Integrointi kutistuvalla polulla.

Olkoot f(z) = z ja polku ~ : [0,1] — C, jolle y(6) = €2™_ T&ll5in:

1

fzdz = /62m9 . (27rz' ezma) df
Y

0
1

= 2mi / e 0 40

0

1
_ 21 / L
47y 0

= (e —1)=0.
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Lause 6.4. (“Cauchyn integraalikaava”) Olkoon f analyyttinen yhdesti yhte-
néisessa alueessa D ja «y jokin D:n positiivinen kierros. Olkoon edelleen z; jokin

~:n rajaaman yhdesti yhtendisen alueen sisdpiste. Tall6in on

1 [,

2mi ),z — 2o

f(20)

Todistus. Huomautetaan ensin, ettd kierros v on homotooppinen D:ssi jonkin
Zo:n positiiviseen suuntaan kiertdvan ympyrapolun kanssa. Lisdksi, koska D on

yvhdesti yhtendinen, v on kutistuva.

Maaritellaan sitten

EEC N
9(z) = S
1 (20), Z = 2.

Talléin myos g on analyyttinen alueessa D paitsi mahdollisesti pisteessa 2z,

missd se on jatkuva. Siten on Seurauksen 6.3 mukaan

0 = ]{g(z):fzf_(zzodz—]{j(_z(godz
[ fE) 7

- e
v 0 v & T 0
271
= f(z0) = L /(z) dz.

2mi J, 2 — 2o

ZiZZO laskemiseen kiytetty Esimerkin 1 (s. 38) ja Lauseen

Edellé on integraalin f’y
6.2 tuloksia. O]

Huom: Mielivaltaisen, ei-yksinkertaisen suljetun polun ~ tapauksessa tiytyy
ottaa huomioon myos ns. kiertoluku n(7, zg) € Z, joka ilmaisee mihin suuntaan
ja montako kertaa polku ~ kiertdd pisteen zy. Yleisessd muodossa Cauchyn
kaava on siis

17 fe)

2mi )z — 2o

dz = n(7, 20) f (20)-
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Lause 6.5. Olkoot f, D, v ja 2y kuten Lauseessa 6.4. Télloin on kaikilla
n > 0:
|
wyo M fE
.f (ZO) 27 %Y‘ (Z _ ZO)TH—I 2,

ja funktiolla f pisteessi zy Taylor-kehitelmd

() (2,
f) = e e

n
n>0

Todistus. Seuraa suhteellisen helposti Lauseesta 6.4. O

Olkoon funktio f maéritelty jossain pisteen zy € C “punkteeratussa” avoimessa

ympéristossia D\ {z} ja lim |f(z)| = oo. Jos jollakin kokonaisluvulla m > 1
z—20
on funktio ¢g(z) = (2 — 29)™ f(z) analyyttinen pisteessé 2y, niin zo on funktion

f mapa ja pienin m, jolla em. ehto on voimassa, on navan zy kertaluku.

Em. ehdoilla on Lauseen 6.5 mukaan ¢:11d zo:n ympéristossd voimassa oleva

potenssisarjakehitelméa
9(z) = 3 bulz — )",
n>0
mistd saadaan f:lle vastaava Laurent-kehitelmd

f(2)=(z=2)""g(z) = ) anlz—=)",

n>—m

jossa ay, = bpim. Jos navan zy kertaluku on m, niin valttdmatta a_,, = by # 0
(koska muuten kertaluku olisi alempi). Napa, jonka kertaluku on 1, on yksin-

kertainen.

Funktion f zp-keskeisen Laurent-kehitelmén kerroin a_; on f:n residy pisteessé

Zp. Merkitdan:

a_1 = Res(f;2)) tai a_; = Res f(z).

zZ=20

Joskus kiiytetdin myos merkintiid Res(f;0) £ [271f(2).

Yksinkertaisessa navassa residy voidaan laskea seuraavasti:

Res f(z) = lim (2 — 2) f(2),

z=z0 z—2z0

ja periaatteessa yleisestikin m-kertaisessa navassa

Res f(2) = lim % DD (2 — )™ £(2)).

Z=Z0 Z—20 (m — )
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Jalkimmaisessd tapauksessa laskut ovat kuitenkin usein kdytdnnossé tyolaita.

Olkoon sitten em. tilanteessa v alueen D positiivinen kierros, jonka sisdin ei

jda muita f:n napoja kuin zy. TallGin:

v

%Yf(z)dz = > ané(z—zo)"dz

n>—m
= a_1- 211

= 2mi- Res f(2).

2=20

Funktio f on alueessa D meromorfinen, jos se on D:ssd analyyttinen paitsi

mahdollisesti diskreetissd joukossa napoja.

Lause 6.6. (“Cauchyn residylause”) Olkoon 7 positiivinen kierros, jonka sisél-
18 meromorfisella funktiolla f on navat zy,..., 2, ja polulla v funktio f on

analyyttinen. Talloin on

ff(z) dz = 2mi - ZRes f(2).

Todistus. (L&hinni todistusidea.) Muokataan polusta « polku 7 “leikkaamal-
la” navat z1, ..., z; sen sisiltd pois oheisen kuvan osoittamalla tavalla riittavin

pienilld negatiivisesti suunnistetuilla kierroksilla vy ..., vg.

Néain muodostettu 7 on kutistuva positiivinen kierros, ja f sen sisélla analyyt-
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tinen. Siten on:

0 — %f - ff+ %f+...+7£kf

Esimerkki: 1.

dz

Olkoon 7 positiivisesti suunnistettu yksikkdympyra. Méaarita %ﬁ
—4z

Y

Meromorfifunktiolla f(z)

tokehitelmésta

- . . _ 1 ~
=11 on yksinkertaiset navat z = 45. Osamur

112 N /2 —1/4 N 1/4
1—422 1-22z 142z 2-1/2 z2+1/2

néihdédn, ettd Res f(z) = —7 ja Res f(2) = 1.

2 2

Siten on:

Esimerkki: 2.

T dx
Maarita )
' / 1+ 22

1 1
= — integrointia kompleksi-

Tarkastellaan funktion f(z) = 52 Gt
z z—i)(z+1

tasossa oheisen kuvan osoittamaa polkua vyg, » > 1, pitkin.
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Funktiolla f on yksinkertaiset navat &+, joista napa z = ¢ jai integrointipolun

sisdan. Siten on

dz 1 z2—1 211
=27 -Res —— =2m lm ——— = — = 7.
7{/12 1+ 22 m Zf§1+zz i 21314-22 21 T

Toisaalta on

% dz _/R dzx +/” dRe"¥ g .o /°° dx
w122 gl+a? o 1+ (Rew)? I

~~

_ 1
STR g

) o[ dx
Siten saadaan tulokseksi = .

oo L+ 22



Luku 7

Asymptoottiset menetelmat

7.1 Meromorfisten generoivien funktioiden ker-

toimet

Peruslahtokohta: jos generoiva funktio (x) f(2) = ), <, fn2" suppenee jossakin
origon ympdaristossd, niin sen kertoimet maardaytyvit Lauseen 6.5 mukaisesti
Cauchyn kaavasta:

1 f(2)

(**> f” = om o+l dZ,
i

missd 7 on mikd tahansa sarjan (x) suppenemisalueeseen sisiltyvi positiivi-
nen origon kierros. Kerroinintegraaleja (%) pyritdén arvioimaan eri keinoin,

esimerkiksi residylaskennalla.

Lause 7.1. Olkoon generoiva funktio f(2) = »_ ~, fn2" meromorfinen aluees-
sa |z| < R ja analyyttinen kehilld |z| = R. Olkoot f:n navat alueessa |z| < R
21, ..., 2. Téalloin on olemassa polynomit P, ..., P, joilla

k
fo = Z Z"Pi(n) + O (R™").

Polynomin P; aste on navan z; kertaluku m; vihennettyné yhdelld eli deg P; =

m; — 1. Erityisesti siis yksinkertaisille navoille em. polynomit ovat vakioita:

P, = 1 Res f(2).

Z] 2=zj

46



LUKU 7. ASYMPTOOTTISET MENETELMAT 47

Todistus. Olkoon r sarjan (x) suppenemisside ja p < r. Oheisen kuvan esit-
tama integrointipolku v = vy + ¥2 4+ 3 + 4 kiertdd kaikki f:n navat zq,... , 2k

myotapaivaan.

Residylauseen 6.6 nojalla on siten

k
(2) dz = —2mi- Z ZP{:gsf(Z)

it il
j
z z z z
- f75+3 dz + TE+3 dz +7{ f15+3 dz + / f§+3 dz
m ~ 72 v © v %
z
= 2mi- f,+ ()dz,
Zn+1
7
silld kuten kuvasta havaitaan, polut s ja 74 kumoavat toisensa (y2 = —74).

Tamén perusteella voidaan kirjoittaa edelleen

N p N
B flz) 1 ]{ fz)
fn - ;z:eg ontl + 271, |2|=R zntl dz
k
f(2) n
= "2 R oY),
j:
silla
1 max|; =g |f(2)|  maxp=r|f(2)]
< —. . = .
()] < 5o 2mR - —EE o

On huomattava, ettd tissa termi O (R~") on vain asymptoottinen n:n suhteen;

sen vakiokerroin vaihtelee valitun R:n mukaan.

Harjoitustehtiviksi jatetddn osoittaa, ettd termi Res Zf,fi)l on muotoa z;" -

Z=Zzj5

P;(n), missd deg P; = m; — 1. O

Esimerkki: Surjektiot.

Merkitdén s,:114 surjektioiden h : [n] — [k], & < n, lukumé&édrdd. Merkitaan
Sn

edelleen S:114 surjektioiden painotettua perhettd, jonka egf on §(z) = E — 2"
n!
n>0
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Olkoon A = {1} +{1,2} + {1,2,3} + ... nimettyjen ddrellisten epétyhjien
joukkojen perhe, jonka egf on a(z) =3 - 1- F =e* —1.

Surjektioiden perhe S voidaan tekijoidd A:m avulla, S = A misti saadaan

5(2) 1 1
§(z) = = :
1—a(z) 2—e*

Néhdidn, ettd tAmén egfin §(2) ainoat erikoispisteet ovat yksinkertaiset navat
2k =124k -2mi, jossa k € 7.

In2+ 27
1
Lo
- SOt
’ \: In2
\
\ R //:
- I
\ In2— 27
?
1
I
Funktion residy néissa on
. L2 2 ) 1 1
Res §(z) = lim =1 = =——
2=z z—zp 2 — €% z—z —E7 —eFk 2

(Raja-arvon laskemiseen on téssi sovellettu L’Hospitalin sddntod. )

Lauseen 7.1 mukaan voidaan egf:n §(z) kertoimia arvioida tarkentuvasti ottaen
laajempia (— useampia napapareja sisiltévid) integroimissiteita. Esimerkiksi
kun side valitaan vililtd In2 < Ry < v/In?2 + 472, saadaan arvioksi

=

6 = 5_7: =z (- = Res$(z)) + O (Ry") = l(1nz)—<“+1> + 0O (Ry™);
n! 2o z=%0 2

kun side valitaan vililtd v/In? 2 + 472 < By < v/In? 2 + 1672, saadaan arvio

1 1
S0 = 5 (In2)7F 4 o (02 + 2m0) " 4 (02 — 2m0) ") 4+ O (R

ja yleisesti vililtd /In? 2 + k272 < Ry, < \/ln2 2 + (k + 1)2x? saadaan

k

1 1

2(1112 "+1+§Z (In2+j - 2mi)~ ") + (In2 — j - 2mi)~ ") + O (R, ™) .
7j=1

Ensimmiisen arvion mukaan siis s, = n! 8, ~ 515+ (55)" 0! & 0.72-(1.44)"n!
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7.2 Algebralliset erikoispisteet

Funktion f(z) erikoispiste (= ei-analyyttisyyspiste) zy on algebrallinen, jos

jollakin o € R voidaan kirjoittaa f(z) = f(2) + g(2)/(z0 — 2)®, missé funktiot

f(2) ja g(z) ovat analyyttisia zp:ssa. Pienin téllainen « on erikoispisteen z

kertaluku eli paino.
Esimerkki: 2-sdannoélliset verkot.

Merkitaan F:l1a 2-sddnnollisten nimettyjen verkkojen perhettd ja vastaavasti

frn:lld n-solmuisten 2-sddnnollisten verkkojen lukuméariaa kun n > 3. Vastaava

egf on siis f(z) = Z fn%

n>0

2-sddnnollinen verkko vastaa jarjestamétontd kokoelmaa sykleja:

7
4 5 1
(O,
) 2
8
Merkitddn C:114 syklien perhetté, eli yhtendisten 2-sddnnollisten verkkojen per-

Zn
hettd ja tdméan egf:d4 ¢(z) = E Cn—r-
n!

n>0

Suunnattu sykli vastaa syklistd permutaatiota kun n > 3, ja syklisten permu-

1
taatioiden egf = In = = E —z" (ks. sivun 25 esimerkki).
n
n>1

Tamén perusteella saadaan

Néahdéén, ettd funktiolla f(z) on “%—kertainen” algebrallinen erikoispiste z = 1.

Funktiolla f(z) on erikoispiste zy # 0 jos ja vain jos funktiolla f(z) = f(z02)

on erikoispiste 1, joten oletetaan seuraavassa ettd zyp = 1. Oletetaan toistaiseksi
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myos, ettd piste z = 1 on f:n ainoa erikoispiste kiekossa B(0;1 + n) jollakin
n > 0.

Talloin funktio g(z) = (1 — 2)*f(z) on analyyttinen kiekossa B(0;1 + n);
erityisesti silld on pisteessd z = 1 kehitelma g(2) = >~ gx(1 — 2)*, voimassa
kun z € B(1;n).

Nyt on ainakin punkteeratussa kiekossa B(1;7) \ {1} voimassa

f(2) = (1=2)%(z) =Y _ gl —2)*",

joten ehkd f:n Taylor-sarjan kertoimia voitaisiin arvioida:

fo = FUE =Y gl - )b

- [zﬂ;gk;(’:o;“)wv
- crga())
_ ng(n—k;—a—l) )

k>0

Lause 7.2. (Darboux) Olkoon f(z) = }_, -, fu2" funktio siten, ettd jollakin
a € R\ {0,1,2,...} on funktio g(z) = (1 — 2)*f(z) analyyttinen kiekossa
B(0;1+n), n > 0. Olkoon g:lla pisteen z = 1 ympéristossi kehitelméa g(z) =

ng(l — z)k Talloin on kaikilla m > 0:
k>0

fn = [Z"]{ng(l—Z)k_“} + O (n7m72re)

m — k-1
= ng(n kn +a) + O (n 72t
k=0

Todistus. Tarkastellaan “virhefunktiota”

hz) = f(z) =) gl=2) "= > a(l—2)"" [z <1.
k=0 k>m+1
Tallgin on h(z) = (1 — z)™1=* . h(z), missd funktio h(z) on analyyttinen

kiekossa B(0;1+ 7). Voidaan osoittaa (ks. Wilf, “generatingfunctionology”, s.
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179), ettil téssd tapauksessa on [2"]h(z) = O (n=("F1=)71) = O (7" 727) ja

siten f,, = [2"] {ng(l - z)k_o‘} + [2"] h(z) viitteen mukainen. O
k=0

Esimerkki: 2-sddnnollisistd verkoista (jatkoa).

Sovelletaan Lausetta 7.2 funktioon f(z) = £ " valinnallam = 2.

Kehitetiisin funktio §(z) = (1 — 2)7 - f(z) = e 2~ T pisteessii z = 1:

9(z) = (=1)"(1 = 2)"

Lauseen 7.2 nojalla saadaan (m = 2):

O A e 1L Tt \ W
oot () et (PR e () Lo,

miké voidaan Stirlingin kaavan yms. avulla kirjoittaa my6s muotoon

an!-e_% ] 5+ 1 N
" nr 8n ' 128n2 [

Lause 7.2 voidaan vahvistaa muotoon (ks. Bender, STAM Review 1974):

Lause 7.3. (Darboux-Szegd) Olkoon funktio f(z) = > ., f,2" analyyttinen
kiekossa B(0;7), r > 0, ja sen kehdlld |z| = r funktiolla vain algebralliset
erikoispisteet zq,. ..,z joiden kertaluvut ovat aq,...,qp € C\ {0,1,2,...}.
Olkoot g1, ..., gr luvun alussa kuvattuun tapaan erikoispisteet z, ... , z; “kor-

jaamalla” saatavat, niissi pisteissi analyyttiset funktiot

0= (1-2) ) - F

Zj

Olkoon edelleen @ = max{Re(c;) | 7 =1,...,k}. Télloin on
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7.3 Kokonaiset generoivat funktiot

Jos funktio f(z) =) -, fn?" on kokonainen, voidaan (tdytyy?) kertoimien f,

arviointi perustaa suoraan Cauchyn integraalikaavaan (Lause 6.5 sivulla 42):

1 f1E)

fn_

C2mi f et T
g
missd v on jokin origon positiivinen kierros.

Olkoon esimerkiksi v = positiivisesti suunnistettu p-sdteinen ympyra. Jos on

fn > 0 ¥n (kuten usein kombinatorisissa sovelluksissa), niin

2 =p= [f) <D 12" =D ful 2" = f(p)

n>0 n>0

eli max | f(2)| = f(p)-

|zl=p

Téssa tapauksessa saadaan siis arvio:

f(2)

Zn—l—l

(x) fo < o= (max

) - 27p
|z|=p

L flo) o _ flo)

% ’ pn—l—l pn

Koska arvio (x) on voimassa kaikilla p > 0, voidaan yrittda valita paras tél-

lainen, eli tiukimman ylarajan antava. Koska edelleen lim M

= 00, niin
p—0,00 pn

optimaalinen p on jokin derivaatan D f(p)/p"™ nollakohdista:
Dflp)-p™ = [f(p)-p™" =nflp)p"

= p " (pf'(p) = nf(p)) =0

o ) (k).

Huom: Ei haittaa, vaikka annetulla n yhtdlod (%) ei pystyisikddn ratkai-
semaan tarkasti. Arvio (%) on voimassa kaikilla p > 0; kyse on vain arvion

optimoinnista.
Esimerkki: Kertoman arviointi.

1
Olkoon f(z) =e€* = Z —2". Téllgin on
n!

n>1

pf'(p) _ pet )
flp) e
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joten valitsemalla annetulla n integrointikehd p = n saadaan seuraava arvio:

fn:igf(p)zﬂ(:m!Z@)@

n! P nm e

Em. menetelmén puute on, etti integrointipolku on valittu niin jaykésti (ym-
pyré) ja funktion arvoa polulla yliarvioidaan reilusti. Huolellisemmin valinnoin
voidaan todistaa seuraava vahva tulos (ks. Wilf, “generatingfunctionology”, s.
183):

Lause 7.4. (W. Hayman 1956) Olkoon f(z) =}, -, fn2" “Hayman-kelpoinen”
(ks. alla) funktio. Maaritelladn apufunktiot a(p) = pf'(p)/f(p) ja b(p) =
pd'(p). Olkoon kullekin n > 1 yhtélén a(p) = n positiivinen reaalijuuri p,.

T4alloin on

f(pn) ) 1 .
Pn v/ 2mb(pn)

an

Funktion Hayman-kelpoisuuden yleiset ehdot ovat mutkikkaat (ks. Wilf, ss.

183-184), mutta esimerkiksi seuraavat riittévit ehdot on helppo testata:

P(2)

(i) funktiot muotoa e”*) jossa P(z) # 0 on polynomi ja joilla lisdksi pitee

[2,]e”’®) > 0 melkein kaikilla n, ovat Hayman-kelpoisia;
(ii) jos f ja g ovat Hayman-kelpoisia, niin myds fg ja e/ ovat sit;
(iii) jos f on Hayman-kelpoinen ja P on polynomi, jonka korkeimman asteen
kerroin on positiivinen, niin f+ P, f- P ja P(f) ovat Hayman-kelpoisia.
Esimerkki: Stirlingin kaava.

Funktioon f(z) = e* sovellettuna Lause 7.4 antaa arvion

SO.
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7.3.1 Satulapiste-estimointi

Haymanin lauseen (7.4) todistus perustuu arvioitavan integraalin satulapiste-
estimaattitn. Menetelmin idea voidaan yksinkertaisessa tapauksessa esittda

seuraavasti:

Olkoon arvioitavana integraali

1- L J ey,
2mi J, ’
missd v on mielivaltainen origon kiertéva, positiivisesti suunnattu ympyréapol-

ku ja h(z) “tarvittavassa alueessa” analyyttinen funktio, jolla on ominaisuus

‘Ir‘lg)é\h(zﬂ = h(R), VR > 0.

(Voimassa esimerkiksi jos h(z) = Z h,2", jossa h, >0 VYn >0.)
n>0
Esimerkiksi Cauchyn kaavan mukaisessa generoivan funktion f(z) kertoimen
[2"] médrittavissa integraalissa on
(x) h(z) = huy(z) = Inf(z)—(n+1)Inz.

Madritetddn ensin integroimissiteelle R > 0 arvo, joka toteuttaa ehdot:

(k%) K(R) = 0, W'(R) > 0.

Esimerkiksi kaavan (*) tapauksessa ehto (x%) saa muodon (vrt. sivun 52 tu-

lokseen)

f'(R) 1 R f(R)
f(R)—(n+1)- 0 <=

e 7R =n+1.

Oletetaan sitten (heuristisesti), ettd R-sdteiselld ympyrilld v = vz on funktion
e™?) massa niin keskittynyt pisteen z = R ympiristéon, etti jollakin pienelld

kulmalla # ovat voimassa molemmat approksimaatiot:

(i) feh(z)dzz/ e"@dz ja
2l 716]

(i) eh) e PRTIM(RER? o e hg).

-

huom h/(R)=0
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w[e]
U &

Siirrytaankin nyt integroimaan pisteen R ympéristossa polun y[f] sijaan pitkin

suoraa z = R + 1t, ja oletetaan edelleen, ettd voimassa on approksimaatio

R+i0R R+ioc0
(iii) /eh(z)dz ~ / "Ddy ~ / " dz.
~[6] R—iOR R—ioco
1
1
’ \\:
1/ 59 4
\\ b 1
17
| R4+t

Jos oletukset (i) — (iii) ovat voimassa, saadaan integraalille I arvio

I = %%eh(z)dz

Y

1 "
__/eh(R)Jr;h (R)(z=R)* 1,
271

(6]

1 / h(R) | BIR)? gy

Q

Q

—00

MR T
= ¢ /e_;h (R) gt
2T

—00

h(R)

\/27h"(R)

Sovellettuna generoivan funktion f(z) kertoimen [2"] méarittdmiseen tisté saa-

daan arvio:
eh(Bn)  f(Rn) 1

(k%) [2"]f(2) T . R Jahin




LUKU 7. ASYMPTOOTTISET MENETELMAT 56

missi siis
h(R) = Inf(R)—(n+1)InR

R, f'(Rn)

W(R, = 0<= (R

=n+1.

Arvio (%xx) vastaa selvisti Haymanin kaavaa, olettaen ettd approksimointieh-

dot (i) — (iii) tayttavit. Téssd tapauksessa nimittiin:

_ RIR
oR) = T

= RKW(R)+ (n+1)

= n—+1, kun R = R,
b(R) = Rd(R)

= R(RK'(R) + N (R))

= RN'(R)+ RN(R)
= RH'(R)+ (a(R) - (n+1))
— RW(R), kun R=R,.

7.4 Integraalimuunnokset

Integraalimuunnoksessa Z[f] annettu funktio f(¢) “projisoidaan” sopivasti va-
lituille kantafunktioille by(t). Projektioita Z[f](s) = (f, bs) tarkastelemalla voi-
daan saada paljon tietoa funktion f ominaisuuksista. Kéfinteismuunnos Z*[f]

rekonstruoi funktion f projektioistaan.

e Laplace-muunnos: kantafunktiot muotoa b,(t) = e~

= [ 10

e Fourier-muunnos: kantafunktiot muotoa b, (t) = e~

-/ Z £(t) - et

e Mellin-muunnos: kantafunktiot muotoa b,(t) = t*~!,

- O
0

Kaikki integraalimuunnokset ovat lineaarisia:

Ilaf + Bg] = oZ[f] + AIlg].
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Itse asiassa kaikki kolme em. integraalimuunnosta ovat ldheistd sukua toisil-

leen. Jos esimerkiksi maéritellddn vield 2-puoleinen Laplace-muunnos:

CE[/)(s) = / £(t) - e,

niin on F[f](w) = L*[f](iw). Samoin voidaan Mellin-muunnos M|f] esittii

funktion g(t) = f(e™") 2-puoleisen Laplace-muunnoksen avulla:

LEglp) = [ ge™dt = [ fle™)e™dt
0 [e¢)
= [f@)a? (=%) = [ fl@)a""de = M[f](p),
o0 0
jossa tehty muuttujan vaihto z = e* ja siten dz = —e ' dt = —x dt.

7.4.1 Kantafunktiokehitelmat

Erityisesti integraalimuunnokset helpottavat annetun funktion “kantafunktio-

kehitelmin” miérittaimisti. Esimerkiksi jos f(t) = e, jossa A € C, niin

LleM(s) = [eMesldt = [el=91qt
0 0

= >i8/ It = Ais (0-1) = si)\’
0

kun Re(A) < Re(s). L-muunnoksen lineaarisuuden nojalla on siten yleisestikin
At

voimassa, ettd jos f(t) = Y ", a;eM", niin

LUfl(s) = D

i=1

eli funktion f eksponentiaalisia “kertalukuja” vastaavat funktion L[f] navat,
vieldpa niin ettd funktion L[f] residy tietyssd navassa on vastaavan f:n eks-

ponentiaalisen kertaluvun painokerroin.

Vastaavasti on Mellin-muunnoksella “melkein” voimassa M [t*](p) = zﬁ' On-
gelmana on, ettd integraali
fo) = [ syt
0
suppenee, jos ja vain jos pitee sekid f(t) - P71 = o(t7!) kun t — 0, etti

f(t)-tP71 =0 (t7!) kun t — oo, eli

{f(t) = o(t?), t—0

f(t) = o(t™?), t— oc.
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Tarkasteltavan funktion f tiytyy siis toteuttaa ehdot

{f(t) = o(t™), t—0
ft) = o(t™"), t—o0

joillakin o, 8 € R siten, ettd o < 5. Muunnos M|f]|(p) on télléin madritelty
“nauhassa” o < Re(p) < .

Esimerkki: (Edellisen tuloksen sovellus).

1, 0<z<1

0, muuten.

Olkoon f(t) = &(t) - t*, jossa d(t) = {

Talloin on:

Mfl(p) = [ o(t) - t*-t"~"dt

t)ri—p—ldt

O\Ho\g

1

— kun — A < Re(p) < oo.

M-muunnoksen lineaarisuuden nojalla on voimassa, ettd jos asymptoottisesti

kun ¢t — 0 pétee

f(t) = Zait)‘i, A< <.,
i=1
ja asymptoottisesti kun ¢ — oo pétee f(t) = O (tﬁ) , 3 < Ap, niin!

MUfIp) % D0 25 ~A < Relp) < =,

)

Erityisesti jos funktiolla f on origon ympéristossé potenssisarjaesitys f(t) =

> k=0 fxt", niin sen kertoimet periaatteessa saadaan muunnoksen

Mlflp) =3

kzop%—k:

residyistd navoissa p =0, —1, -2, ...

'Tarkkaan ottaen M|f](p) on meromorfifunktio, jonka residy navassa p = —\; on aj;.

Siten esitetty kehitelmé on tarkka vain napojen p = —\; ympéristossa.
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Esimerkki: (Edellisen tuloksen sovellus).

Olkoon f(t) = e~*. Tallgin on
= [ttt =) (= - 1),
0

Koska origon ympdristdssid on e™" = 37, g %tk, ja lisiksi e™" = o (t79)
Va >0kunt — 0seki e ! = o (t_ﬁ) V3 > 0 kun t — oo, saadaan I'-funktiolle

“meromorfikehitelma”

Lp) = Me)(p) = Xm0 TEMIH)(p)

joka on voimassa kun Re(p) > 0.

7.4.2 Mellin-muunnoksen kaavoja

Mellin-muunnoksen inversiokaava voidaan johtaa Laplace- (tai Fourier-) muun-

noksen vastaavasta:

Olkoon f = M|[f] ja ¢ € R jokin funktion f analyyttisyysnauhan piste. T#ll6in

on
c+i0o
@ 10 = & [ fwerd 2 [ e
c—100 (c)

Integraali (x) voidaan usein laskea f:n residyisti tiydentimilld integrointipol-

ku silmukaksi joko vasempaan tai oikeaan puolitasoon.

Ns. Mellinin summakaavat perustuvat inversiokaavaan (x) ja M-muunnoksen

skaalauslakiin:

~

(%) jos M[f()] = f(p), niin M[f(at)] = a™"f(p).

Mellinin summakaavat

(i) inversiokaavan ja lineaarisuuden nojalla: jos M[f(t)] = f(p), niin

/f )Yk dp = /f p) dpy

k>1 k>1
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(ii) liséiksi skaalauksen nojalla: jos M[f(t)] = f(p), niin

M [Z Akf(ak)] = f(P) Z Agay,”

k>1 k>1

joten Y " Af(ar) = /f(p) (Z AW?) dp

k>1 k>1
2 (c) 2

Esimerkki: Summakaavan sovellus.

n

funktioiksi, esimerkiksi f(t) = <5,

Summa S = Y _ E2% Summattavat termit on ensin téydennettivii R-

Suoritetaan Mellin-muunnos (integraali laskettu Maple-ohjelmistolla):

o 7 t r
flp) = COSTL 414 cos 7t - tP73dt
e -]
= cos(p—gz-ﬂ)-% (2 <Relp) <3).
Summakaavaa soveltaen:
S = —/COS%'%'CQ})C@ (2<c=TRelp) <3)
(c)
= - [ e
(c)
= _z 2 1-p)d
B AT
2 - 72 20 ' 22
= % ) e 5 (CorgBect-n+ g5 O+ 5

Laskussa on hyddynnetty sité, ettd (-funktiolle pitee (Riemann)

¢lp) a2t
((1-p) T(p)cosT’

josta saadaan edelleen
2r—1
L(p)’

seké lisdksi sité tietoa, etti funktiolla ((1 — p) on yksinkertainen napa p = 0,

((p) cos T = (1= p)a” -

jossa sen residy on —1.




Luku 8
Sovelluksia

Esimerkki: Korkeusrajoitetut puut.

Merkitidn ¢:114 n-solmuisten, enintdéin h:n korkuisten (juurrettujen, jirjes-
tettyjen, nimedméttomien) puiden lukuméirdéd. Perheelle voidaan kirjoittaa
tekijointi 70D 5 {o} x (T™)"; midritelldéin erikseen 7 = {o}. Per-
heen tavalliselle generoivalle funktiolle pitee siis ¢ (2) = z (1 — t(h)(z))_1

ja t0)(z) = 2. Niistd voidaan muodostaa seuraava rekursioyhtils:

{ th+1 - 1—Zth z # 1 { th+1 —th+1th = Z

to = Zz <~ to = Zz
Koetetaan linearisoida muuttujanvaihdolla t;, = a; /by:

Ap+1 Gp4+1  Qp

- . — = v
bhi1 bhi1 b
ap41 ap, . .
= R =g jos valitaan b, = ap4q
Ap4+2  Ap42
= Apy1 — Qp = ZAp42

Laskujen kannalta yksinkertaisemmaksi osoittautuu muuttujanvaihto ¢, = z(ap11/ans0);

talloin saadaan linearisoitu yhtalo

{ Apy1 — 204p = Apgy < Appo — Qpyr + 2ap =0

aon,alzl

Tama voidaan ratkaista joko generoivan funktion tai “karakteristisen polyno-

min” tekniikalla:

x) F—q+z2=0 & q:%:t% 1—4z.

61
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Merkitddn q; ~ + ja qo ~ —.
cLap = clq{‘ + c2q§‘. Ratkaistaan vakiot ¢y ja cs:

ag = Cl—l-CQ:O
ap = FA+V1I—4z2)+2(1—-V1—-4z) =521 -4z=1

= O - 11—4z’ C2 = — 11—4z
h h
_ 1 1+v1—-4z 1—vV1—-4z
= an Vi-iz <( 2 ) ( 2 ) )
0\
_ (2
th(z) = z- ans1(2) _ Z.Ll AN ! <q1)
CL}H_Q(Z) q{l+2 - q£l+2 ¢ L (q_2)h+2
a

z 1—phtt @ 1-V1-4z

@ 1= pht?’ p_Q1 1414z

Funktiolla t,(z) on erikoispisteet

27 -k

P"(2) =1 <= p(z) =em2®  k=0,1,... h+1.

Néistd lahinnd origoa on yksikésitteisesti piste p(z9) = 1 <= 2y = 7, mutta

1
1
tdma on poistuva erikoispiste, jossa

h+1

lim t,(2) = o

z—2z0

N | —

Muut erikoispisteet saadaan ratkaisemalla yht&lot

plzr) =we, k=1,2,... h+1,

27i

missé pisteet wy = e*+2* ovat kompleksisia (h + 2):nsia yksikkojuuria. Laske-

taan:

_1—\/1—42

=Y F _,
M) =T AT
1—
<:'> 1—42 :—w
14w
— L, (lzw ’
z = - — -
4 14w
_ w - w - 1
1
T o twi2 (kun w on yksikkdjuuri)
1

2Re(w) + 2
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Muutkin erikoispisteet z, ovat siten reaalisia, muotoa

Zk:%.Tlosgpk’ missiigok:h2f2-k, k=1,2,... h+1.
Naistd on origoa ldhinné piste
1 1 - 2m
ZlIZh+1:§~m’ m1ssa<p1:h+2.

Koska funktio p"*2(2) on analyyttinen pisteessi zy, silli on z;m ympéristossi
Taylor-kehitelma:
Pz = p) + (2 2) - DpME () + O((2 = 21)?)
= 1+ (z—2) -Dp"2(2) + O((z — 21)?).

Nain ollen funktio
1 B 1
1—ph*2(z)  —Dp'+2(z1) + O(z — z1)

on analyyttinen pisteessid z = z;, mikali Dph+2(zl) # 0, ja siis piste z; on

(z—2)-

funktion ¢,(z) yksinkertainen napa. (Navan z; = z,41 “multiplisiteetti” on kui-
tenkin 2, koska siind on sattumoisin kaksi origosta samalla etédisyydelld olevaa
napaa degeneroitunut yhdeksi. Tama taytyy ottaa huomioon, kun myéhemmin
sovelletaan Lausetta 7.1 kertoimien ¢J" arviointiin.)
Vastaavan residyn arvoksi saadaan:
<1 ht1 1
Resty(z) = (1= 21)) - Res ———————
#=z1 +2) @1 (21) ( AR 1)) e=a 1 — ph2 ()
1

Lasketaan viimeisessi tekijissa esiintyvi derivaatta:

Dp"2(z) = (h+2)-p""(2)  p/(2)

4
= (h+2) p"(z)-
(W20 =i v oe
4(h + 2) . 1 . ph+1(z).
VI—4z q(z)?
Kaikkiaan saadaan siis residylle arvo:
21 h+1 V 1— 42’1 2 1
¢ — (1= N . St P
Restaz) = oy (=) ( ) My
1 1
= —— Vi—4z - | —— —1
4(h+2) z1q1(21) 21 (ph+1(z1) )
1

= Tqgg AalIVI-da () 1),
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ja tasta edelleen Lauseen 7.1 nojalla kertoimille " arvio:
1 1
t(h) ~ L (\n (T \n
n 1 (z1) + Chi1 (zh+1)
1
= 2. (=)
e (2,
missa
1 1
2 = -,
! 2 1+ cosyq
27
L
1 1—v1 -4z
= —— - (1++V/1-4 1—4z) | —————1
¢ = Ty VI=42) (VI 4z) <1+\/1 I )
. 42’1 —1
 2(h+2)

1 1 — cos
2(h+2) 1+cosyr

Kaikkiaan saadaan siis arvio:
4(h) 1 1 —cosyy

~ : (242 "
" h+2 1+ cosyy (24 2cos )

Esimerkki: Prefiksipuiden tilantarve.

Prefiksipuu eli ¢rie on tietorakenne, jossa talletettavien merkkijonojen yhteiset
alkuosat sijoitetaan samoihin solmuihin. Esimerkiksi jonot TILA, TIIVIS ja

TRIE talletettaisiin seuraavasti:

Prefiksipuun kiytto tehostaa hakuja jne. Tarkastellaan tdssd kuitenkin vain
kysymysta montako (sisi-)solmua odotusarvoisesti tulee n:n (tasaisesti jakau-

tuneen) satunnaisen [-bittisen binddrijonon muodostamaan prefiksipuuhun:

Merkitdan annettua bindarijonojoukkoa t vastaavalle prefiksipuulle sen vasen-
ta alipuuta (“O-alipuuta”) to:lla ja oikeaa alipuuta (“I-alipuuta”) ¢;:114. Kumpi-
kin voi olla tyhja. Epétriviaalin prefiksipuun sisdsolmujen mééra voidaan nyt

laskea kaavasta:

S[t] = S[to] + S[tl] +1

(*) = U[tl]s[to] + U[to]S[tl] + 1,
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missd Ult] = 1 on tuonnempana (%*) ilmenevéstd syystéd lisitty “tekninen”

apumuuttuja.

Merkitdén sitten s, = E(s[t] | sisdltdd n jonoa) ja tdmén eksponentiaalista
. . . 2"
generoivaa funktiota §(z) = Z Sn
n>0
Jos puuhun ¢ talletetut n jonoa ovat tasajakauman mukaan satunnaisia, niin

todennékoisyys sille, ettd puu £, sisaltda k jonoa ja puu t; sisidltda n — k jonoa

_(n 1
Pnk = k on .

Tamé vastaa n:n toiston toistokoetta, jossa yhden toiston “onnistumistoden-

_1
— L

on

nékoisyys” on P(“jonon 1. bitti on 07

Jos yleisesti u, v, w ovat joitain puihin liittyvid satunnaismuuttujia ja @, 0, w

niiden em. tapaan méaritellyt odotusarvojen egf:t, niin

(i) ult] = o[t] + w[t] = u(z) = 0(z) + w(z)

(i) ult] = vlto] - wlts] = (=) = 0(=/2) - (=/2)

Todistus. (i) seuraa odotusarvon lineaarisuudesta, (ii):lle pitee

" /n 1
- Z(k)'g—n'vk'wn—k

k=0
- 1 e 1
= > E () e (57)
nkZO
we o UV /2Z\F w,_p zZ\n—k
= = 2 @) o )

k=0

Kaavan (x) nojalla voidaan nyt muodostaa egf-yhtélo (huom: a(z) = €*):
5 = z/25 (2 z_1—
(xx) $(2) 2725 () + e =1 — z.
so=s1=0
Tama voidaan iteroida auki summaksi:
R ; z _1)),
5(z) = Z2k (e — (1 + 2—k> e(1=3r) )
k>0

ja ratkaista edelleen kertoimet:

1\" n 1\"!
o k
S"_ZQ (1_(1_27> _ﬁ<1_ﬁ) )
k>0
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Kertoimien asymptotiikan maérittamiseksi sovelletaan approksimaatiota
(1 —a)" =~ e ™ (voimassaolo pitiisi tarkastaa)

ja madritelladn funktio
=S 21— F (142
o(x) = Z —e + o
k>0
approksimaatioksi s,, &~ o(n). (Voidaan osoittaa, etti s, = o(n) + o(y/n).)

Funktio o on Mellinin summakaavalle (s. 59, (ii)) soveltuvaa muotoa o(z) =

> x Aif(arx), joten sen Mellin-muunnos on

Mioltr) = Mifl)- 2 (5) =~ gl
£>0 « ~— ,

missa funktion f(z) =1— e (1 + x) Mellin-muunnos on
M) = [ (1= e (1 ) o do =~ + D),
0

Muunnos on analyyttinen, kun —2 < Re(p) < —1.

Funktion o0* = M]Jo| navat analyyttisyysalueen oikealla puolelle kuvaavat
funktion o(z) asymptoottista kiyttdytymistd kun z — oo. Navat ovat pis-
teissd p = 0 (funktiosta I'(p)) ja pr = =14 (2mi/In2) - k, k € Z (nimittédjasta
1 — 2PTY), Lasketaan residyt:

Re(r)sa(p)—hm( 1_2p+1) ljzeosf(p)—l 1=1

o —(p+1DI(p)
Res o (p) = pll{l_ll(P +1)- o
L p+1 (-t 1
_1551—emﬂmf(_@+ly 1! p+1)
1
_ p+1
o pl)l’[_ll 1 — e(pt1l)In2
. 1 : :
- 1
In2
Reso*(p) = ...=—g5 7

P=Pk
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Mellin-muunnoksen ominaisuuksista seuraa, etti jos funktiolla o(x) on asymp-
toottinen kehitelmi o(z) ~ Y_;_, axz™*, kun x — oo, niin sen Mellin-muunnok-
sella o*(p) on analyyttisyysalueen oikealla puolella navat —\q, ..., —\; ja niis-
sa residyt —aq, ..., —ay (ja kddntden). Edellisen nojalla voidaan siis péitelld,
ettd satunnaisen n binédarijonon prefiksipuun sisdsolmujen méard on asymp-
toottisesti

Sp~o(n)~n- ﬁ(l + Q(logy 1)),

missé Q(t) on erds jaksollinen funktio, jaksona 1, |Q(t)| < 1Vt ja

NPk — g .k @r)/In2 _ o owidogank (14 Qr(logyn)).
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